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＝はじめに＝ 

 本書は，早稲田大学商学部 商業・貿易・金融コースの市田敏啓ゼミナール

に所属する５名によって 2007 年の 12 月に作成された参考書です．学部レベル

初級から中級の経済学で必要とされる数学的手法を，中等教育（中学や高校）

における数学の範囲およびそれを発展させたものを，その意義や意味を分かり

やすく説明できるよう心がけて編集致しました．特に，初級の経済学を学び終

えて，これから中級の経済学を学ぼうとしている人を主たる対象として想定し

ております． 

本書では，最適化理論や統計学の基礎，高度な微分・積分の方法，行列，位

相，問題演習などについては欠いております．そのため，日本評論社「経済学

に最小限必要な数学【高校数学編】」や「経済学で出る数学―高校数学からきち

んと攻める」と補完関係に当たると言えます．３書をうまくピックアップして

学習されることがベストの学習方法だと考えております．各ページ下にある注

釈を含めて，学習して下さい．付録は，経済学では滅多に使用しませんので，

参考にしたいときだけご覧下さい． 

 本書は 100 ページ余りにも及びますが，２週間ほどで全て作成した事情から，

細部に若干誤植などがあるようです．そうしたものを見つけられた際には是非

ご連絡ください． 

 本書の執筆にあたり，市田ゼミ２期生・３期生の中村透くん，岡田真大くん，

高橋伯明くん，我妻さやかさんにはかなり無理をして編集して頂きました．現

在，早稲田大学大学院基幹理工学研究科博士課程在籍で市田ゼミ１期生の赤星

立さんには，いくつも有効なアドバイスを頂きました．この場を借りて御礼申

し上げます． 

2008 年 11 月 23 日 

著者一同を代表して， 

河野 愛一朗 
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１１１１    集合集合集合集合・・・・論理論理論理論理・・・・記号記号記号記号（（（（高橋高橋高橋高橋・・・・岡田岡田岡田岡田・・・・中村中村中村中村・・・・河河河河野野野野）））） 

 

 本章では，社会人として必要不可欠な知識である集合と論理について説明す

る．集合と論理では，単に数学の学習で終わらせることなく実生活で活かせる

ような考え方を，なるべく身近な例をとりあげ，提供する努力をしたので，皆

さんにご活用願いたいと思っている． 

 

＝目次＝ 

  

１．集合の定義とその性質 

２．論理記号，規則の説明 

３．直積集合 

４．ベクトルの大小関係を表すにはどうすればよいか？ 

５．経済数学で使用するその他の記号・論理・概念 

 

１１１１．．．．集合集合集合集合のののの定義定義定義定義とそのとそのとそのとその性質性質性質性質 

 

１１１１．．．．１１１１    集合集合集合集合のののの定義定義定義定義 

 

 集合の定義として，とある国語の辞書で以下のように書かれている． 

 

「ある条件を満たすものの集まり」 

 

しかし，実際のところこの言葉では説明できない集合がでてしまう．例えば，

「十分に大きな自然数全体の集まり」である．「十分に大きな」だけでは，いっ

たいどこまで大きいのかが判断ができないからである．したがって，範囲の明

確でない集合は数学では集合とは呼ばない．数学における集合とは， 

 

「「「「どんなものをとってきてもどんなものをとってきてもどんなものをとってきてもどんなものをとってきても，，，，それがそのそれがそのそれがそのそれがその集集集集 

まりのまりのまりのまりの中中中中にあるかにあるかにあるかにあるか明瞭明瞭明瞭明瞭にににに判断判断判断判断できるできるできるできる集集集集まりまりまりまり」」」」のことをいう． 

 

この考えの下では，あるもの(数学ではこの要素を「元元元元」という)がその集まり

の中にあるかは二つに一つである．その一方で，「ある条件を満たすものの集ま

り」では，その要素がその集まりに含まれるか否かが曖昧になる．数学上「集
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合」ではこの曖昧さを必ず排除する．ただし，その判定が容易であるかどうか

は判定が難しく，今のところ言及がされていない．また，その判定を下すため，

前もって規則の正否を定める論理が決まっていなくてはならない．よって，そ

の前もった集合を以下のように定めている． 

 

N: 自然数全体の集合1
 

Z: 整数全体の集合 

R: 実数全体の集合 

K: ベクトル空間全体の集合  etc…
2
 

 

（例）文字の定義 

 例えば，x という文字を使用する際，その文字の定義が必ず必要だが，「x は実

数」と書いてもいいが，「x∈∈∈∈R」と書いてもいい．ちなみに∈∈∈∈は要素を表す記号．

「x∈∈∈∈R」なら，「x は R に含まれる」という意味．ちなみに，「x は正の実数」は

「x∈∈∈∈R＋」と書けばよい．3
 

 

 

１１１１．．．．２２２２    集合集合集合集合のののの表記表記表記表記 

 

集合の表記には２種類存在する． 

 

(1)｛ ｝の中に要素を全て列挙して表す方式 

(2) 集合をつくる条件を示す方法で｛x | p(x)=t｝のように表す方式 
4
 

 

 集合を扱っているとき，そこで扱っている対象の全てのものの集合を全体集全体集全体集全体集

合合合合といい，ふつうＵＵＵＵで表す．また，元の全くない集合を空集合空集合空集合空集合といい，φφφφまた

は｛｛｛｛    ｝｝｝｝で表す． 

                                                   
1 一般に自然数とは，正の整数である．しかし，0を含むと考える場合もある（ペアノの公理：Peano axiom）．0を含むかどうかが大きくかかわる局面においては，使用する際に定義しておくことが望まれる． 
2 ベクトルについては 11章および 12章を参照せよ． 
3 負なら，x∈R－となる．ちなみに，負や正には 0を含まないので注意すること． 
4
 「｜」の記号の右は，左に対する条件が入る．つまり，｛x | p(x)= t｝は，「p(x)= tを満たす

xを要素とする集合」という意味になる． 
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 また，集合Ａに対して，Ｕの要素でＡに含まれないものの集合をＡＡＡＡのののの補集合補集合補集合補集合と

いい，ふつう A
5で表す．ちなみに，補集合には次の性質がある． 

,)( AA =     UU == φφ ,   

２つの集合Ａ,Ｂが全く同じ要素を持っているとき，ＡＡＡＡははははＢＢＢＢとととと等等等等しいしいしいしいといい，

ＡＡＡＡ====ＢＢＢＢで表す．また，２つの集合Ａ,Ｂがあり，Ａの要素をＢが全て所有してい

るとき，ＡＡＡＡををををＢＢＢＢのののの部分集合部分集合部分集合部分集合といい，ＡＡＡＡ⊆⊆⊆⊆ＢＢＢＢと表す．また，Ａ⊆Ｂであり，かつ

Ａ≠Ｂ(Ａのどの要素もＢをはみ出していない)のとき，ＡＡＡＡははははＢＢＢＢのののの真部分集合真部分集合真部分集合真部分集合と

いい，ＡＡＡＡ⊂⊂⊂⊂ＢＢＢＢと表す．つまり，言い換えれば，「ＡＡＡＡ⊂⊂⊂⊂ＢＢＢＢ」は「ＡがＢに含まれる」

ということを表す．    

 

 

１１１１．．．．３３３３    ベンベンベンベン図図図図 

 

 

 集合の包含関係など，直接目で見える形にし

て表したのが右図のベンベンベンベン図図図図である．また，空集

合は常に集合の部分集合と考える． 

 

 ２つの集合Ａ，Ｂの少なくとも一方に所属す

る要素全体の集合をＡＡＡＡととととＢＢＢＢのののの和集合和集合和集合和集合といい，ＡＡＡＡ

∪∪∪∪ＢＢＢＢで表す．6
 

 

 

 すなわち，和集合の要素 x は， 

        ＡＡＡＡ∪∪∪∪ＢＢＢＢ={ x | x∈∈∈∈ＡＡＡＡまたはまたはまたはまたは x∈∈∈∈ＢＢＢＢ}    と表せる． 

 

 

 ２つの集合の両方に属する要素全体の集合を

ＡＡＡＡととととＢＢＢＢのののの積集合積集合積集合積集合といい，ＡＡＡＡ∩ＢＢＢＢで表す．3
 

 

 すなわち，積集合の要素 x は 

    ＡＡＡＡ∩ＢＢＢＢ={ x | x∈∈∈∈ＡＡＡＡかつかつかつかつ x∈∈∈∈ＢＢＢＢ} と表せる． 

                                                   
5
 経済学では，集合にアッパーバーをつけると「closure（閉包）」を意味してしまうことも多い．そこで，集合の右上に「c」をつける方法もある（補集合 complementの“c”）  
6 本章 5.1にて３つ以上の集合があった一般的な場合について考える． 

A A  

U 

Ａ Ｂ Ａ∩Ｂ 

Ａ Ｂ 
Ａ∪Ｂ 
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２２２２．．．．論理記号論理記号論理記号論理記号，，，，規則規則規則規則のののの説明説明説明説明 

 

２２２２．．．．１１１１    必要条件必要条件必要条件必要条件・・・・十分条件十分条件十分条件十分条件 

 

 

 命題命題命題命題「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰならばならばならばならばＱ」Ｑ」Ｑ」Ｑ」ををををＰＰＰＰ⇒⇒⇒⇒ＱＱＱＱとととと書書書書きききき，，，，「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰまたはまたはまたはまたはＱ」Ｑ」Ｑ」Ｑ」ををををＰＰＰＰ∪∪∪∪ＱＱＱＱ，，，， 

「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰかつかつかつかつＱ」Ｑ」Ｑ」Ｑ」ををををＰＰＰＰ∩ＱＱＱＱ，，，，ＰＰＰＰのののの否定否定否定否定をををを¬ＰＰＰＰとととと書書書書くくくく．．．．また，以下の説明において，真

をＴ，偽をＦと書くことにする． 

 

ＰＰＰＰ⇒⇒⇒⇒ＱＱＱＱががががＦＦＦＦ，，，，ＱＱＱＱ⇒⇒⇒⇒ＰＰＰＰががががＴＴＴＴのときのときのときのとき，，，，「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰははははＱＱＱＱのののの必要条件必要条件必要条件必要条件であるであるであるである」」」」といい，
7
 

ＰＰＰＰ⇒⇒⇒⇒ＱＱＱＱががががＴＴＴＴ，，，，ＱＱＱＱ⇒⇒⇒⇒ＰＰＰＰががががＦＦＦＦのときのときのときのとき，，，，「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰははははＱＱＱＱのののの十分条件十分条件十分条件十分条件であるであるであるである」」」」という．
8
 

 

また， 

 ＰＰＰＰ⇒⇒⇒⇒ＱＱＱＱががががＴＴＴＴ，，，，かつかつかつかつＱＱＱＱ⇒⇒⇒⇒ＰＰＰＰももももＴＴＴＴのときのときのときのとき，，，，「Ｐ「Ｐ「Ｐ「ＰははははＱＱＱＱのののの必要十分条件必要十分条件必要十分条件必要十分条件であるであるであるである」」」」といい， 

    

    ＰＰＰＰととととＱＱＱＱはははは同値同値同値同値（equivalent, if and only if）であるともいう((((ＰＰＰＰ⇔⇔⇔⇔ＱＱＱＱ））））．    

 

 必要条件か十分条件か判別しづらいという声を多々聞く．そういうときは，

「要素の方が多い方が少ない方に対して必要条件だ」と覚えておけば忘れずに

すむだろう．ベン図を書いて確かめてみて欲しい． 

 

 

２２２２．．．．２２２２    逆逆逆逆・・・・裏裏裏裏・・・・対偶対偶対偶対偶 

 

Ｐ⇒Ｑという命題（ＴかＦかわからない状態の議題）に対し， 

 

 PQ ⇒ を命題命題命題命題のののの「「「「逆逆逆逆」」」」 

 QP ⇒ を命題命題命題命題のののの「「「「裏裏裏裏」」」」 

 PQ ⇒ を命題命題命題命題のののの「「「「対偶対偶対偶対偶」」」」 

 

命題命題命題命題ががががＴＴＴＴであればであればであればであれば，，，，そのそのそのその対偶対偶対偶対偶はははは必必必必ずずずずＴＴＴＴとなるがとなるがとなるがとなるが，，，，逆逆逆逆，，，，裏裏裏裏がががが必必必必ずずずずＴＴＴＴとはとはとはとは限限限限らないらないらないらない．．．． 

                                                   
7 “P is necessary for Q” ⇔ “ QP ⇐ ”  必要条件のことを necessary conditionという． 
8 “P is sufficient for Q” ⇔ “ QP ⇒ ”  必要条件のことを sufficient conditionという． 
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命題とその対偶の真偽は一致 

 

① 逆の対偶は裏 

 よって，逆と裏の真偽は一致 

 

② 命題で証明しにくいときは，対偶

（その否定）を証明すればよい．

特に，「少なくとも…である」の対

偶は「１つも…ない」 

 

 

２２２２．．．．３３３３    論理記号論理記号論理記号論理記号におけるにおけるにおけるにおける計算計算計算計算    

 

 また，以下が論理記号の計算法則である．以下は覚えるものではなく，一つ

ずつ，ベン図を用いて確認して欲しい．特に(７)のドドドド・・・・モルガンモルガンモルガンモルガンのののの法則法則法則法則は重要で

ある．ちなみに，（＿）の名称は自体は知らなくて良い． 

 

（１)Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ（交換法則） 

（２)（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ），（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ） 

（結合法則） 

（３)Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ） 

     Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）（分配法則） 

（４)Ａ∩Ａ＝Ａ，Ａ∪Ａ＝Ａ （べき律法則） 

（５)Ａ∩（Ａ∪Ｂ）＝Ａ，Ａ∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ（吸収律） 

（６)Ａ∩Ｕ＝Ａ，Ａ∪Ｕ＝Ｕ，Ａ∩φ＝φ，Ａ∪φ＝Ａ 

（７) ＢＡＢＡＢＡＢＡ ∩∪∪∩ == ,  （（（（ドドドド・・・・モルガンモルガンモルガンモルガンのののの法則法則法則法則）））） 

元の命題 

BA⇒  

逆 

AB ⇒  

裏 

BA⇒  

対偶 

AB ⇒  
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２２２２．．．．４４４４    背理背理背理背理法法法法    

 

 ある命題Ｐ⇒Ｑにおいて，一般にＰＰＰＰをををを仮定仮定仮定仮定，，，，ＱＱＱＱをををを結論結論結論結論とするが，この仮定か

ら結論を導く(証明)方法には，直接証明法(仮定から推論を進め，結論を導く方

法)のほかに，背理法背理法背理法背理法と呼ばれるものがある．ここでは背理法について少し学ん

で頂きたい． 

背理法とは，命題命題命題命題のののの結論結論結論結論がががが偽偽偽偽だとだとだとだと仮定仮定仮定仮定しししし，，，，矛盾矛盾矛盾矛盾をををを導導導導きききき，，，，命題命題命題命題がががが真真真真であるであるであるである事事事事をををを示示示示

すすすす方法方法方法方法のののの事事事事である．実際に考えてみよう． 

 

例例例例) 2 はははは無理数無理数無理数無理数であることをであることをであることをであることを証明証明証明証明せよせよせよせよ．．．． 

証明 2 が無理数でない，すなわち有理数であるとすると， 

q

p
=2  …①  

但し， p,q∈Ｚ，互いに素(１１１１以外以外以外以外のののの公約数公約数公約数公約数をををを持持持持たないたないたないたない) …② 

で表される．これらは有理数の定義である． 

 

①の両辺を２乗し移項すると， 22 2 pq =  … ③ 

 
22 p は偶数であるから，左辺の 2q も偶数，よって，qは偶数である． 

したがって，q=2n (n>0,n∈Ｚ)とおける． 

 

③に代入すると， 22 2np = が導かれ， 

      2p は偶数で，pも偶数である． 

   よって，p,qがともに偶数で，公約数2を持ち， 

②に反する．したがって， 2 は有理数でなく，無理数である．（Q.E.D）9
 

 

練習 以上のように 3 で確かめて欲しい． 

                                                   
9 「Q.E.D」とは「証明終」のこと． 
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３３３３．．．．直積集合直積集合直積集合直積集合 

 

 本稿では集合を表記する際によく使用される直積集合について取り扱う．そ

こで，直積集合を説明するために，順序対・非順序対といった概念を説明しな

ければならない．但し，順序対・非順序対は覚えなくてもよく，忘れてもいい． 

 

 

３３３３．．．．１１１１    順序対順序対順序対順序対とととと非順序対非順序対非順序対非順序対 

 

 ある集合をあらわすとき， { }2,1=A  のように { } という記号を使う．一方

で，２次元のグラフを思い浮かべたとき，その座標は， ( ) ( )2,1, =yx  という風

にあらわされる． { } で表される２つの数字の対と ( )  で表される２つの数字

の対と何が異なるのであろうか．まず，{ } で表される２つの数字の対について

考える．ここで， { }1,2=B という集合が与えられると，集合の定義より BA =  で

ある．これは，集合 Aの要素と集合 B の要素は同じであることを意味する．つ

まり，集合をあらわす際に { } 内の数字の順序はどのような順序でも同じ集合

をあらわす．このような数字の対を非順序対という．一方で，座標は ( ) ( )1,22,1 ≠  

である．つまり，( )  で表される２つの数字の対の順序には，意味がある．この

ように， ( )  内の数字の順序に意味がある２つの数字の対を順序対という． 

 

 

３３３３．．．．２２２２    直積集合直積集合直積集合直積集合とはとはとはとは 

 

定義：二つの集合 AとBに対して， 

},),,(|{ BbAabaxx ∈∈=  

を AとBの直積集合といい 

BA×  で表す． AA× は 2A とも書く． 

 

 つまり，集合 A，集合 B が数の集合であるのに対し，直積集合 BA× は，集合

Aから第１要素，集合 B から第２要素をとって作られる全ての順序対の集合で

あるといえる． 

 

例：２つの集合 { } { }4,3,2,1 == BA  が与えられたとき， BA× はどのような集合

になるのであろうか．結論から言うと， ( ) ( ){ }4,2,3,2),4,1(),3,1(=× BA となる．こ



 - 12 - 

れは，集合 Aから第１要素，集合B から第２要素をとって作ることができる全

ての順序対の集合である． 

 

 

４４４４．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの大小関係大小関係大小関係大小関係をををを表表表表すにはどうすればよいかすにはどうすればよいかすにはどうすればよいかすにはどうすればよいか？？？？    10
 

 

 普通の数の大小関係は，２＞１といった風に不等号で順序をつけることがで

きる．また，ベクトルにおいても，４＞３かつ３＞２より，例えば(4,3)＞(3,2)

と不等号で表すことができる．しかし，(1,2)と(2,1)はすぐには比較ができない． 

  

 結論からいえば，こうした場合に比較において一定の尺度（以下の ( )yxfz ,=

や yxyxf += 2),( など）を入れなければいけない．こういった尺度によって測ら

れた順序を選好と呼び，“≺ ”や“� ”という記号を使う．この記号はベクトルを用

いて，そのベクトルの状態がいい状態か悪い状態かの関係を表すのに使用する． 

 

（例）ある２変数関数 yxyxf += 2),( があるとし， ( )yxfz ,= とする． xy平面上

のある 3点の座標を ( ) ( ) 







===

2

1
,

2

1
,1,2,2,1 cba  のようにして，ベクトルであら

わす．このとき， cba ,, の点をとったそれぞれの z の値を CBA zzz ,, とする．ここ

では， z のののの値値値値がががが大大大大きければきければきければきければ大大大大きいほどきいほどきいほどきいほど，，，，「「「「良良良良いいいい」」」」状態状態状態状態と仮定する． 

 

そこで， 

5.4
2

1

2

1
2

5122

4212

=+=

=+=

=+=

・

・

・

C

B

A

z

z

z

 

 

 この CBA zzz ,, （数値数値数値数値）の大小関係を，不等号を用いてあらわすと， BCA zzz <<

とあらわすことができる． 

 そこで， cba ,, というベクトルベクトルベクトルベクトルに順序を付けたい． z のののの値値値値がががが大大大大きければきければきければきければ大大大大きいきいきいきい

ほどほどほどほど，，，，「「「「良良良良いいいい」」」」状態状態状態状態なので，b,c,a の順番に良い状態である．このときに“≺ ”や“� ”

の記号を使って，この順序を表すことができる．この記号を用いて表すと， 

acb ��  または bca ≺≺  

                                                   
10 ここでは，ベクトルを「値の組み合わせ」と考える．ベクトルについて，よく分からないものは，11章および 12 章を参照せよ． 
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５５５５．．．．経済数学経済数学経済数学経済数学（（（（経済学経済学経済学経済学））））でででで使用使用使用使用するそのするそのするそのするその他他他他のののの記号記号記号記号・・・・論理論理論理論理・・・・概念概念概念概念    

 

５５５５．．．．１１１１    記号記号記号記号    

 

� ∀ … 

for any…，for all…の A を逆さにしたものと考えられる． 

 

（使用例１） Ax,∀  

「全ての x（任意の x）において，命題 A が成り立つ」ということを示す． 

 

（使用例２） 01, 2 >++∈∀ xxRx  

「実数（Ｒ）である全ての x において， 012 >++ xx が成り立つ」ということを

示す．  

 

（使用例３） 0)(,
2

2

<∈∀ + Q
dQ

d
RQ π  

「正（＋）の実数（Ｒ）である全ての Q において， 0)(
2

2

<Q
dQ

d
π （利潤最大化

の２階の条件
11
）が成り立つ」ということを示す． 

 

� ∃ … 

there exists…の E を逆さにしたものと考えられる． 

 

（使用例１） Ax,∃  

「ある x（少なくとも一つ x）において，命題 A が成り立つ」または「命題 A を

成り立たせる x が（少なくとも１つ）存在する」ということを示す． 

 

（使用例２） xxx 21, =+∃  

「ある x（少なくとも一つ x）において， xx 21 =+ が成り立つ」または「 xx 21 =+

を成り立たせる x が（少なくとも１つ）存在する」ということを示す． 

                                                   
11 効用や利潤を最大化させるために必要な１回微分で求められる条件を１階の条件 first 
order condition（FOC），その１階の条件を成立させるために必要な２回微分で求められる条件を２階の条件 second order conditionという．（２回微分や微分そのものについては，本書） 
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（使用例３） 0)(, =∈∃ + XU
dX

d
RX  

「正（＋）の実数（Ｒ）である少なくとも一つの X において， 0)( =XU
dX

d
（効

用最大化の１階の条件）が成り立つ」ということを示す． 

 

� ∑  

 日本語の「合計」のことを英語で Summation というが，ラテン文字のＳはも

ともと，ギリシア文字 Σであった．数学で Σは Summation を表す． 

 

使い方：数列12 n

kka 1}{ =

13
において，各項の和を naaaa ++++ �321 ＝∑

=

n

k

ka
1

と表す．

Σの上に末項，下に初項の数を，項数を一般的に表す文字と＝で結び，表示す

る． 

 

▽∑
∈Xk

ka と表される場合がある．これは，集合 X に含まれる全ての k について，

ka を足し合わせることを意味している．以下， ∩∪ ,,Π においても同様である． 

 

� ∏  

使い方：数列 n

kka 1}{ = において，各項の積を naaaa �321 ＝∏
=

n

k

ka
1

と表す．Πの上と

下の表記はΣと同様である．数列だけでなく，（直積）集合などにも使用できる． 

 

（使用例） =∏
=

n

k

ka
1

log ∑
=

n

k

ka
1

log 14 

                                                   
12 数列のことを英語で sequenceという． 
13 n

kka 1}{ = は数列の集合を表し， },,,,{ 321 naaaa � をまとめたもの．右上に末項，右下に初項の数を，項数を一般的に表す文字と＝で結び，表示する． 
14 logについてよく分からない者は，９章および 10章を参照せよ． 
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� ∩  

使い方：集合の列 n

kkA 1}{ =
15
において，各集合の積集合を nAAAA ∩�∩∩∩ 321 ＝

∩
n

k

kA
1=

と表す．∩の上と下の表記はΣと同様である． 

 

� ∪  

使い方：集合の列 n

kkA 1}{ = において，各集合の和集合を nAAAA ∪�∪∪∪ 321 ＝

∪
n

k

kA
1=

と表す．∪の上と下の表記はΣと同様である． 

 

以上の他にも，５項の前に取り上げた記号について，注釈も含めて，よく復

習しておくこと． 

 

� min)arg(min,maxargmax,  

 max は maximum（最大）の略と思われる． 

使い方：関数

nm KKf →: である )(XfY = 16
の X を調整して得られる最大値を

)(max*
XfY

X
= 17

と表す．最大化させた X を

*X とすれば， )(maxarg*
XfX

X

= と

表せる．つまり，max は基本的に従属変数の最大値，argmax はそのときの（内

生的な）独立変数の値を意味しているといえる．

18
 最小については，同様に

min および argmin を使用する． 

（例） }2{maxarg},2{max 22
xxxx

xx
−− を求めよ． 

 1)1(2 22 −−=− xxx ．よって，図示すれば，明らかに， 1maxarg,1max − ． 

▽例えば， },{max ba は，「集合 },{ ba の中で，最大のもの」を意味する． 

                                                   
15 このように，{  }の記号は，単に数列だけで使用するのではない． 
16 つまり nm

KYKX ∈∈ , である． 
17 このように最大化や最小化の問題の対象となる関数を目的関数（object function）という． 
18 関数については，２章を参照せよ． 
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５５５５．．．．２２２２    概念概念概念概念 

 

� 開開開開区間区間区間区間 

使い方：開区間（open interval）（a,b）とはa,bを含まない区間，すなわち，a<x<b 

におけるxがとりうる範囲のことである．{ x | a<x<b }は開集合開集合開集合開集合（open set）とな

る．

19
 

 

（例）x は1<x<2を満たす ⇔ )2,1(∈x  

 

� 閉区間閉区間閉区間閉区間 

使い方：閉区間 [a,b] （close interval）とはa,bを含む区間，すなわち，a ≤ x ≤ b に

おけるxがとりうる範囲のことである．{ x | a ≤ x ≤ b }は閉集合閉集合閉集合閉集合（close set）とな

る．

20
 

 

� 有界有界有界有界 

 有界（bounded）とは，範囲が決まっていることをいう．有界な集合を有界集

合（bounded set）という． 

 

（例１）{ x | 1<x<2 } や{ x | -1000 ≤ x ≤ 1000 }は有界である．有界であるかどう

かに，閉であるか開は問わない． 

 

（例２）{ x | -1000 ≤ x ∞≤ }は有界な集合ではない．但し，下限の値には有界なの

で，下下下下にににに有界有界有界有界という．{ x | ∞ <x<2 }は上上上上にににに有界有界有界有界となる． 

 

（例３）実数全体の集合： )( NnR n ∈∀ は有界ではない． 

                                                   
19 このように，開集合（open set）とは，その境界上にある点を自分自身にはまったく含まない集合のことをいう． 
20 このように，閉集合（close set）とは，その境界上にある点を自分自身に含む集合のことをいう． 
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� コンパクトコンパクトコンパクトコンパクト集合集合集合集合 

 コンパクト集合（compact set）とは，有界かつ閉な集合のことを指す． 

 

� 不動点不動点不動点不動点 

 不動点（fixed point）とは，関数 ),,)(( NnKYXXfY n ∈∀∈= において， XY =

となり )(XfX = を満たす組み合わせである， ))(,( XfX を指す．

21
 

22
 

 

（例）関数 ),)(( Ryxxfy ∈= において

2)( xxf = とする．不動点は， 

0)1()( 22 =−=−⇔=⇔= xxxxxxxfx より 1,0=x なので，(0,0),(1,1)である． 

 

 

以上や５項の前に取り上げたものの他にも，凸集合（concave set），凹集合

(convex set)などが重要な概念である．これらについては，尾山,武岡他（2008）『経

済学で出る数学―高校数学からきちんと攻める」日本評論社，などで，各自で

学習しておくこと． 

 

                                                   
21 関数については２章を参考にすること． 
22 ))(,( XfX の次元（dimension）は２やｎではなく， 2))(,( ×∈ n

KXfX となる．次元については，２章や 11章および 12章を参照せよ． 



 - 18 - 

５５５５．．．．３３３３    論理論理論理論理学学学学のののの初歩初歩初歩初歩 

 

� 命題の真偽  

 

 本項では，２．１取り扱った，十分条件・必要条件・必要十分条件について，

再確認する．２．１では，あくまでも十分条件・必要条件が問われている命題

自体の真偽を判定したが，ここでは，真偽がすでに判定された命題間に成立す

る十分性や必要性を考えたい．例えば，命題ＡとＢの関係を考えよう．そもそ

も「Ａ⇒Ｂ」は，「Ａならば，Ｂ」ということだが，Ａが偽で，Ｂが真であると

しよう．その場合，Ａが偽なので，偽のものから真のものが導けるわけがない

と思うかもしれないが，実は成立し，Ａ⇒Ｂとかける．つまり，偽である命題

Ａは，命題Ｂによっての十分条件となるのである．なぜ，そういうことになる

のかというと，そうした方が論理を扱う上で都合が良いからである．以下は，

このような関係を表したものである． 

 

A B A ⇒ B B ⇒ A A ⇔ B 

真 真 成立 成立 成立 

真 偽 不成立 成立 不成立 

偽 真 成立 不成立 不成立 

偽 偽 成立 成立 成立 

 

 つまり，真の命題をT，偽の命題をFとすれば， 

F ⇒ T，T ⇔ T，F ⇔ F 

となる．詳しくは，神谷和也,浦井憲(1996)『経済学のための数学入門』東京大学

出版会の１章を参照せよ． 

 

� 定義・仮定・補題・公理・系・定理の関係 

 

 本項では，経済学理論を学習し構築する際で，必要な基本的な論理学的概念

を説明する．なお，例自体を必ずしも理解する必要はない． 

 

＊ 定義（definition）とは，新たな概念や言葉を使用する際に説明しなければな

らない，その意味への主張である． 

（例１）Qを生産量とする． 

（例２）同じ効用が得られる消費財の組み合わせを結んだ曲線を無差別曲線と

する． 
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＊ 仮定（Assumption）とは，何かの理論（以下の系・公理・定理）を導くため

に設定される，真偽が不明な命題のことである． 

（例１） みかん市場は完全競争市場とする．（つまり，価格Pを一定の定数と

する．） 

（例２） 消費者は合理的だとする．（例えば，市場で一番安いものを購入する

とする．） 

（例３） 企業は自らの利潤の最大化を目指すとする． 

（例４） 生産要素を資本と労働力の２つとする． 

 

＊ 定理（Theorem，Proposition）とは，仮定や定義，その他の命題から証明され

た真である命題のことである． 

（例１） 完全競争市場では総余剰は最大となる． 

（例２） （ブラウワーの不動点定理

23
）X nR⊂ が空ではなく，コンパクトかつ

凸であり，f : X→X が連続であれば，f は少なくとも１つの不動点を

持つ． 

（例３） ベイズの定理 → 13章を参照せよ． 

 

＊ 補題（Lemma）とは，ある定理を導くために証明された真なる命題のことで

ある．つまり，定理の一種といえる． 

 

＊ 系（corollary）とは，ある定理から直ちに導かれる定理のこと． 

 

＊ 公理（axiom）とは，別の命題を導きだすための前提として導入される最も

基本的な仮定のことである．仮定の中でも，より自明で，証明されてはいな

いが真と考えられていることを指している． 

（例１） 命題P が成立するなら，命題「PまたはQ」も成立する． 

（例２） a=b なら，a+c = b+cである（ユークリッドの公理

24
の一つ）． 

（例３） コルモゴロフの公理

25
 → 13章を参照せよ． 

（例４） 空集合が存在する（公理的集合論）． 

 

これら，定義・仮定・補題・公理・系・定理の関係を示したものが，次の図で

ある． 

                                                   
23

 Brouwer fixed point theorem 
24

 Euclid axioms 
25

 Kolmogorov axioms 
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但し，これらの話は抽象的な議論を聞いてもよく分からないので，実際に学

習を進めていく中で，理解していけば良いと思われる． 

 

Assumption 
Axiom 

 

Definition 

Corollary Theorem / Proposition 

Lemma 
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２２２２    関数関数関数関数についてのについてのについてのについての基礎知識基礎知識基礎知識基礎知識（（（（河野河野河野河野・・・・我妻我妻我妻我妻））））    

 

 関数は，経済学で非常に頻繁に使用されるツールの一つである．深く幅広く

理解しておくことが望まれる． 

 

＝目次＝ 

 

１． 関数と比例 

 

 Ⅰ関数・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・22 

 Ⅱ変域・定義域・値域・・・・・・・・・・・・・・・・・22 

 Ⅲ不等号などの記号について・・・・・・・・・・・・・・23 

 Ⅳ比例・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・23 

  
２． 座標・比例のグラフ 
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１１１１．．．．関数関数関数関数とととと比例比例比例比例 
26

 

 

Ⅰ関数 

 

▽とある集合ＡとＢがあり，Ａの各要素 xに，一定の規則 f によってＢの各１要

素 y がそれぞれ対応づけられるとき， f をＡからＢへの写像と呼び，これを“ f :

Ａ→Ｂ”と書き表す．そこで，数の集合Ａから数の集合Ｂへの写像 )(xfy = のこ

とを関数と定義される．簡潔にいえば，以下になる． 

 

▼変数変数変数変数 x，，，， y があってがあってがあってがあって，，，， xのおのおのののおのおのののおのおのののおのおのの値値値値にににに対応対応対応対応してしてしてして y のののの値値値値ががががただひとつただひとつただひとつただひとつ決決決決まるまるまるまる

ときときときとき，，，， y はははは xのののの関数関数関数関数であであであであるというるというるというるという．．．． 

 

▽関数の表し方は次の４通りある． 

（（（（１１１１））））式式式式 （２）矢印と言葉 （３）表 （（（（４４４４））））グラフグラフグラフグラフ 

・・・（１），（４）が一般的である． 

 

Ⅱ変域・定義域・値域 

 

▽関数 )(xfy = において， xと y はともに変数であるが，x に相当するものを独

立変数（independent variable），y に相当するものを従属変数（dependent variable）

という．それぞれが複数あることもあり，例えば，z が従属変数で，x と y が独

立変数ならば， ),( yxfz = （２次元から１次元に対応する関数）と書く． 

 

▽独立変数のとりうる値の範囲をこの関数の定義域定義域定義域定義域（domain）といい，これに

対応して定まる従属変数の値の範囲をこの関数の値域値域値域値域（range）という．関数の

問題に関わらず，変数の取りうる範囲のことを変域変域変域変域という． 

 

▽関数がｍ次元の実数からｎ次元の実数に対応する場合，関数の定義の際に，

nm
RRf →: などと表す．例えば， ),( yxgz = は， RRg →2: である．27

 

                                                   
26 関数を英語で functionという． 
27 次元については 11章 12章のベクトルを参照せよ． 
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Ⅲ不等号などの記号について 

 

（例）5 >2 ，7 ≤ 7 ，ｃ≠ 0 

 

▽    ““““>””””，，，，““““<””””・・・「より大きい」，「より小さい」状態を表す．その数自体は

含まず，数直線上や座標上でその値の箇所を小さい“○”で表す． 

 

▽ ““““≥””””，，，，““““≤””””・・・「以上」，「以下」の状態を表す．その数自体含み，数直線

状や座標上でその値の箇所を小さい“●”で表す． 

 

▽ ““““≠ ””””・・・その値でない状態．等しくない状態． 

 

▽これらは，変域・定義域・値域を表す際に用いる． 

（例） xy 2=  （-5≤ x <4） 

 

▽ ““““（（（（  ,    ,    ,    ,  ））））””””・・・値を表すときに用いる． 

  （例） x＝1， y ＝-4  ⇔  （ x， y ）＝（1, -4） 

  cf: 








−
=









4

1　

y

x
と書いてもよい． 

 

Ⅳ比例 

 

▽ 関数 )(xfy = が xy □= のような式であるとき， y は xに比例比例比例比例するといい，□

の値を比例定数比例定数比例定数比例定数（＝（＝（＝（＝傾傾傾傾きききき））））という．比例定数はaとおくのが一般的であるよ

うだ．また比例定数は 0 でない． 

 

▽ このとき比例定数は， x =1 のときの y の値に等しい． 

 

▽ 必ず（ x， y ）＝（0, 0）をみたす． 

 

▽ y は xに比例するとき， xの値が２倍，３倍，・・・・・になればなるほど，

それに対応する y の値も２倍，３倍，・・・・・となる． 

▽ axy = において，（ x， y ）＝（ 0x ， 0y ），（ 1x ， 1y ）を満たすとすると，a＝

01

01

xx

yy

−

−
で求めることが出来る． 
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２２２２．．．．座標座標座標座標・・・・比例比例比例比例ののののグラフグラフグラフグラフ 

                                         

Ⅰ座標 

 

（１）座標平面 

…右図のような，２本の数直線（矢印が必要）が両方

の原点で交わっている図．一般に，垂直に交わる． 

 

▽ xの値を表す数直線のことを「「「「 x軸軸軸軸」」」」と呼び，一般

に横軸で表す． 

                                          

▽ y の値を表す数直線のことを「「「「 y 軸軸軸軸」」」」と呼び，一般に縦軸で表す． 

 

▽ x軸， y 軸あわせて座標軸，その交点を原点原点原点原点ＯＯＯＯ（オー）と呼ぶ． 

（※「0」（ゼロ）ではない．） 

 

▽以上３つは座標平面を書く上で必ず書かなくてはならない． 

 

（２）座標 

 

▽ （例） x＝４， y ＝３を意味する点Ｐを，Ｐ（４，３）のように書く．この

とき， xの値を x座標， y の値を y 座標と呼ぶ． 

 

▽ x y 座標平面にて， 

  １． x＞０かつ y ＞０の部分・・・第第第第１１１１象限象限象限象限 

  ２． x＜０かつ y ＞０の部分・・・第第第第２２２２象限象限象限象限 

  ３． x＜０かつ y ＜０の部分・・・第第第第３３３３象限象限象限象限 

  ４． x＞０かつ y ＜０の部分・・・第第第第４４４４象限象限象限象限 

   ←反時計回り順．座標軸上は含まない． 

 

☆横軸が x軸，縦軸が y 軸により描かれた座標平面を， 

「 x y 座標平面」または「 x y 平面」と呼ぶ．28
 

                                                   
28 もし，縦軸 xで横軸 yなら，「yx平面」になる．三次元で，zが従属変数で，xと yが独立変数ならば，「xyz空間空間空間空間」もしくは「yxz空間空間空間空間」となる（どちらでもいいが通常は前者）． 

y

x
O
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Ⅱ対称な点の座標 

 

 （例）（a，b）に対して 

 

（１） x軸について対称（線対称）な点は（a，-b） 

 … y 座標の符号が変わる． 

 

（２） y 軸について対称（線対称）な点は（- a，b） 

 … x座標の符号が変わる． 

 

（３）原点について対称（点対称）な点は（- a，- b） 

 …両座標の符号が変わる． 

 

 

Ⅲ点の移動 

 

 点Ａ（ x， y ）を x軸方向にa， y 軸方向にb移動させた点Ｂは， 

 Ｂ（ x + a， y + b）と表すことができる． 

 

 

Ⅳ幾何 

 

（１）中点の座標 

２点Ａ（ 0x ， 0y ），Ｂ（ 1x ， 1y ）のちょうど中間点の座標は， 






 ++

2
,

2

1010 yyxx

で求まる．値が負でも気にしなくてよい． 

 

（２）座標平面上の面積の求め方 

 

☆単位は要らない．考えない． 

 

①図形の内部を分割し，分割された部分の面積を求める． 

②求める図形を取り囲む部分の面積を求め，余分な部分の面積を取り除く．
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③その他 

三角形において 

 

イ）△ＯＡＢにおいて，Ｏ(0,0），Ａ( 21 ,aa ），Ｂ( 21 ,bb )とすると， 

△ＯＡＢ＝ 1221
2

1
baba −  で求めることが出来る． 

（“ 　　”は絶対値記号．） 

 

ロ）△ＡＢＣにおいて，Ａ( 21 ,aa ），Ｂ( 21 ,bb ），Ｃ( 21 ,cc )とすると， 

△ＡＢＣ＝ ))(())((
2

1
11222211 cbcacbca −−−−−  で求めることが出来る． 

 

 

Ⅴ比例のグラフ 

 

（１）比例のグラフ： axy = （ 0≠a ）のグラフは， 原点を通る直線となる． 

 

（２）比例のグラフの特徴 

 

１．傾き：a＞０のとき 

…右上がりの直線となり， xが増加すると y も増加する． 

 

２．傾き：a＜０のとき 

…右下がりの直線となり， xが増加すると y は減少する． 

                            

（３）比例のグラフの書き方 

…直線は２点によって決定するから，座標平面状の２点を書き，それを通る直

線を引く．一般に，原点ともう一点が分ればよい．  

                 

（４）補足 

 

・直角に交わる２つの一次関数の傾きの積は-１のなる． 
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・変域が設定されていたら実線でその部分を表し，破線で延長する．                             

（境界の点を明確にする．） 

 

３３３３．．．．反比例反比例反比例反比例 

 

Ⅰ反比例 

 

（１）反比例 

…２つの変数 x ， y の間に，定数a（ 0≠a ）を用いて，
x

a
y = や axy = といった

関係があるとき，y は xに反比例するという．aを比例定数といい，これは xと y

の積であり一定である． 

 

（２）反比例の性質 

 

… y が xに反比例するとき， xの値が２倍，３倍，・・・・・となれば，それに

対応する y のあたいは
2

1
倍，

3

1
倍，・・・・・となる． 

 

 

 

 

Ⅱ反比例のグラフ 

 

（１）反比例のグラフ 

 
x

a
y = （ 0≠a ）のグラフは，原点に点対称な一組の滑らかな曲線となる． 

 これを双曲線という． 
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（２）特徴 

 

１．傾き：a＞０のとき・・・グラフは第１象限と第３象限にあり， 

xが増加すると y は減少する． 

 

２．傾き：a＜０のとき・・・グラフは第２象限と第４象限にあり， 

xが増加すると y も増加する． 

 

３．
x

a
y = のグラフでは， x軸， y 軸と交わることはない． 

 グラフは x軸， y 軸に限りなく近づいていく．（それぞれの軸が漸近線） 

 

（３）反比例のグラフの書き方 

 

・ 関数を満たす，任意に数を代入することで座標をいくつか求め，滑らかな曲

線で結ぶ． 

 

・ 変域が設定されていたら実線でその部分を表し，破線で延長する．（境界の

点を明確にする．） 

 

（次のページへ） 
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４４４４．．．．比例比例比例比例・・・・反比例反比例反比例反比例のののの利用利用利用利用 

 

Ⅰその他のグラフ 

 

（１） by = のグラフ 

…（ b,0 ）を通り， x軸に平行な直線となる． 

 

☆グラフの線と y 軸の交点を y切片という． 

 

（２） ax = のグラフ 

… )0,(a を通り， y 軸に平行な直線となる． 

 

Ⅱ変数の関係 

 

変数V ， p ，T （ 0≠T ）と定数aによって表された式
T

Vp
＝aについて． 

 

（１）移項により aTVp = と表すことができる． 

（２）定数 0V （ 00 ≠V ）により 0VV = ならば， 

aTpV =0 より T
V

a
p

0

= ，
0V

a
が定数から， p とT は比例関係にある． 

（３）定数 0p （ 00 ≠p ）により p ＝ 0p ならば， 

aTVp =0 より T
p

a
V

0

= ，
0p

a
が定数から，V とT は比例関係にある． 

（４）定数 0T によりT ＝ 0T ならば， 0aTVp = より 0aTVp = ， 0aT が定数から，V と

p は反比例関係にある． 

 

Ⅲグラフの利用 

 

比例についての問題を，グラフに表すと分りやすいことがある． 
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５５５５．．．．関数関数関数関数のののの移動移動移動移動とととと１１１１次関数次関数次関数次関数 

 

� 関数 )(xfy = を，xy 平面において，x 軸方向に p，y 軸方向に q 移動させたら，

移動後のグラフは， 

qpxfypxfqy +−=⇔−=− )()(  

となる． 

 

� 上を比例の式 axy = に適用しよう．仮に，y 軸方向に b 移動したとすると，

移動後は， baxy += となる．この様子を図示したものが以下である． 

 

 
 

� 上図より，このとき明らかに，y 軸との交点の y 座標が b であることがわか

る． baxy += の定数項がまさにこれにあたり，全ての関数において，右辺

の定数項は必ず，縦軸との交点の値を示す．y 軸との交点を y 切片という．

同様に，x 軸との交点は，x 切片という．今回のケースでは，x 切片の値を求

めるには，y=0 を関数の方程式に代入し，x の値を求めればよい． 

y

x
O

y 軸方向に b 移動 

baxy +=

axy =

b
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６６６６．．．．内生変数内生変数内生変数内生変数・・・・外生変数外生変数外生変数外生変数    

 

４のⅡの「変数の関係」で取り上げた

T

Vp
＝ a 29

は，有名な基本的物理学法則

の一つである．これを用いて，経済学でも極めて重要な概念である内生変数

（endogeneous variable）と外生変数（exogeneous variable）について説明する． 

 

とある気体を，自在に伸び縮みする密閉した容器

30
に閉じ込めることを考える．

つまり，質量不変の法則によって，以下において気体の質量

31
は一定となる．体

積，圧力，絶対温度（ 0≠T ）をそれぞれ変数 +∈ RTpV ,, とする．定数 aを用い

て，

T

Vp
＝aが成立することが知られている． TpV ,, は本来，変数なので，値を

正の実数の範囲で自在に動かすことができる． 

 

そこで，２つの変数だけに着目して，その関係を考えるとしよう． TV , の関

係を考える． aTVp = より T
p

a
V = ．よって，体積と温度は比例関係にあり，気

体の温度が高まれば高まるほど，体積も大きくなるといえる．これをシャルル

の法則というが，これに限らず理論の式において，関係を分析する対象となっ

ている変数を内生変数という．変数のうち，内生変数でないものは外生変数で

ある．つまり，シャルルの法則においては， TV , が前者であり，p が後者となる

ｙ．aは定数なので，どちらでもない． 

 

今度は， pV , の関係を考えたい． aTVp = よりV と p は反比例関係にあるとい

える．

32
 当然， pV , が内生変数で，T が外生変数となる． 

 

 この内生変数と外生変数は，独立変数と従属変数と全く異なる概念なので，

混同しないこと． 

                                                   
29 ボイル・シャルルの法則という 
30 ものすごくやわらかいビニール袋のようなものを考えよ． 
31 質量とは，普遍的な重さのことである．重量は，重さを測る場所によって大きく変わってしまう．例えば，月は地球の８分の１くらいの重力しかないので，月で体重計に乗れば，地球で体重計に乗るよりも軽く表示される． 
32 ボイルの法則という 
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３３３３    極限極限極限極限（（（（高橋高橋高橋高橋・・・・中村中村中村中村）））） 

 

 日本語でいうそれとは異なり，曖昧な意味を持つものではない．数学的な意

味における「極限」を，正確に理解して欲しい． 

 

１１１１．．．．極限極限極限極限とはとはとはとは    

 

 高校１年次に学習した数列，ある数列の要素全体を{ na }と表した．このｎに

特定の制限が無いとき，ｎは限りなく大きくなっていく．つまり，項が限りな

く続いていくのだ．このように項が限りなく続く数列を無限数列無限数列無限数列無限数列という．この

ような数列{ na }において，項 na の値があるあるあるある値値値値αにににに限限限限りなくりなくりなくりなく近近近近づいていくときづいていくときづいていくときづいていくとき，そ

の値αの事をこの数列の極限(極限値)といい，この数列{ na }はαに収束収束収束収束するという． 

 

上記のことを記号で表すと， 

α=
∞→

n
n

alim
 （またはn→∞のとき， na →α）となる． 

また，{ na }において，n→∞としたとき，上記のようにならず，①①①①正正正正のののの値値値値がががが無限無限無限無限

大大大大になっていくになっていくになっていくになっていく，，，，②②②②負負負負のののの値値値値がががが無限大無限大無限大無限大になっていくになっていくになっていくになっていく，，，，③③③③定定定定まらないまらないまらないまらない，となるとき， 

 

① ∞=
→∞

n
n

alim    (正正正正のののの無限大無限大無限大無限大にににに「「「「発散発散発散発散」」」」) 

② −∞=
∞→

n
n

alim   (負負負負のののの無限大無限大無限大無限大にににに「「「「発散発散発散発散」」」」) 

③数列{ na }の極限は無い
33
             と表記する． 

  

 収束収束収束収束するするするする場合場合場合場合と，①①①①，，，，②②②②のようにのようにのようにのように発散発散発散発散するするするする場合場合場合場合は「極限極限極限極限があるがあるがあるがある」が， 

 ③にはそもそも「極限が無い」． 

                                                   
33 具体的には， ( )n

n
2lim −

∞→
のケースがある．ちなみに，これは，ｎが偶数・奇数かによって，正負が逆転する．つまり，ｎが進むにつれて，値が大きくなったり小さくなったりする．このような場合を発散という．発散には， ( )n

n
2lim −

∞→
のように極限値をとらない場合もあれば，

n

n








−

∞→ 2

1
lim のように結局収束する場合もある． 
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２２２２．．．．極限極限極限極限をををを用用用用いたいたいたいた計算計算計算計算 

 

以下，極限を用いた計算の公式である． 

 

数列数列数列数列{ na }とととと{ nb }がががが収束収束収束収束しししし，，，， α=
∞→

n
n

alim β=
∞→

n
n

blim のとき， 

(１)cが定数ならば， αcacca n
n

n
n

==
∞→∞→

limlim  

(２) βα±=±=±
∞→∞→∞→

n
n

n
n

nn
n

baba limlim)(lim  （複合同順） 

(３) αβ・ ==
∞→∞→∞→

n
n

n
n

nn
n

baba limlimlim  

(４) βα/lim/lim/lim ==
∞→∞→∞→

n
n

n
n

nn
n

baba  （ 0,0 ≠≠ βnb ）とする． 

 

いずれも，証明は割愛する． 

 

 

３３３３．．．．関数関数関数関数のののの極限極限極限極限 

 

 数列だけでなく，極限は関数にも汎用できる． 

 

X→aのとき(xがaに限りなく近づくとき)，f(x)→bとなれば， 

bxf
ax

=
→

)(lim  

とすることができる．しかし，関数の場合は数列と異なり，nを無限に大きくす

ればすむ話ではない．xをある値aに限りなく近づけることによって，f(x)の極限

を見るのである．ここで，反比例のグラフを思い出して欲しい．xを同じ0に近

づけるのでも，正正正正のののの側側側側からからからから近近近近づけるづけるづけるづけるのと，負負負負のののの側側側側からからからから近近近近づけるづけるづけるづけるのとでは，y(f(x)）

の値が異なってくる．このような不連続な関数*の極限を考える際には，右方極右方極右方極右方極

限限限限と左方極限左方極限左方極限左方極限という概念を学ばなければならない． 
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さて，aを定数とするとき，変数xがx>a(x<a)で，xが限りなくaに近づくことを， 

x→a+0(x→a-0)と書く． 

 

)(lim
0

xf
ax +→

と )(lim
0

xf
ax −→

の両方が存在するとき， 

それぞれを関数f(x)の右方極限右方極限右方極限右方極限，左方極限左方極限左方極限左方極限という． 

 

 

＊関数の連続性 

→関数f(x)が，x=aを含む区間**で定義されており，x→aのときf(x)→f(a)，すなわ

ち 

)()(lim afxf
ax

=
→

であるとき，f(x)はx=aで連続であるという． 

 

 要するに，x=a付近で，反比例のグラフのようにf(x)のグラフが急にジャンプ

したりはしないということである． 
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４４４４．．．．無限等比級数無限等比級数無限等比級数無限等比級数のののの収束収束収束収束・・・・発散発散発散発散 

 

1. 無限数列34 }{ na において，各項を前から順にたし合わせたもの 

∑
∞

=

=++++
1

21
n

nn aaaa ����  

  これを無限級数35という． 

 

2. 無限級数の第 n 部分和36を第 n 項とする無限数列 �� ,,,, 21 nSSS が S に収束

するとき，つまり， SSn
n

=
∞>−

lim であるとき，無限級数は S に収束するといい，

S を無限級数の和という．無限数列 �� ,,,, 21 nSSS が発散するとき，無限級

数は発散するという． 

 

3. また，初項a ，公比 r の無限等比数列 }{ 1−nar から作られる無限等比級数 

∑
∞

=

−− =+++++
1

112

n

nn
arararara ����  

   これを，初項a ，公比 r の無限等比級数という． 

 

4. 目的：無限等比級数の収束・発散条件を明らかにすること 

    

 初項a ，公比 r ，項数nの等比数列の和 nS は， 

r

ra
S

n

n
−

−
=

1

)1(
 

 無限等比級数とは項数∞の等比数列の和 ∞S なので， 

r

ra
S

−

−
=

∞

∞
1

)1(
 

 これをa と r について場合分けすると， 

 

 0≠a のとき， 1<r ならば収束し，その和は
r

a

−1
である． 

        1≥r ならば発散する． 

 0=a のとき，収束し，その和は 0 である． 

                                                   34 項が限りなく続く数列のこと． 35 ちなみに有限級数は通常，数列の和と呼ばれている． 36 ∑
=

=+++=
n

k
knn aaaaS

1
21 ��  
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４４４４    微分微分微分微分とそのとそのとそのとその利用利用利用利用／／／／グラフグラフグラフグラフのののの描描描描きききき方方方方（（（（河野河野河野河野） 

 

  いわゆる高校の文系範囲の数学（数学ⅠＡⅡＢ）では，比例・反比例・1次関数・2次関数・３次関数・円が描ければよいことになっている．これまではその度にグラフの描き方を学んできたが，実際には，関数・方程式の種類は無数に存在する．このままでは，全ての関数の描き方を実践できないので，もっと一般的に使用できる描き方が知る必要がある．そこで，今から紹介するものは，その一般的な方法の一部である．あくまでも「一部」であるので，自ずと限界が生ずる．だが，「どうすればいいのだろう…？」と途方に暮れたり，不安にかられたりするときには，一つの指針と希望を与えてくれるものになるであろう． 

 

 

１１１１．．．．そもそもそもそもそもそもそもそも微分微分微分微分はははは何何何何をををを意味意味意味意味するのかするのかするのかするのか？？？？ 

 

 例えば，横の曲線： )(xfy = 上

の２点 ))(,()),(,( 2211 xfxxfx を通る

直線の傾きを考える． 

 この傾きは，
12

12 )()(

xx

xfxf

x

y

−

−
=⊿⊿  

そこで， 2x をできる限り 1x に近づ

ける（ 12 xx → ）と，この直線は， 

))(,( 11 xfx における )(xfy = の接

線になる． 

 

 つまり，この接線の傾きは，

12

12 )()(
lim

12
xx

xfxf

xx −

−

→

であり， xxx ⊿=− 12 （ xxx ⊿+= 12 ）となので， 

x

xfxxf

x

y

xx ⊿⊿⊿⊿ ⊿⊿ )()( 11

00
limlim

−+
=

→→

 

 よって， ))(,( xfx における )(xfy = の接線の傾きは，
x

xfxxf

x ⊿⊿⊿ )()(
lim

0

−+

→

 

であり，これを )(xfy = を微分した式（導関数）という．37
 

                                                   

37 R→Rの関数 y=f(x)を xで微分したときの導関数の定義は，
x

y

dx

dy

x ⊿⊿⊿lim0→

=  

y

x

O

))(,( 22 xfx

))(,( 11 xfx

21 xx ←
)(xfy =
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２２２２．．．．微分微分微分微分のののの記記記記号号号号 

 

 )(xf の微分した式を， )(xf
dx

d
や

dx

xdf )(
， )(xf ′ ， )(1 xf と表す． 

 そこで，例えば，
n

axxf =)( に対して，
x

xfxxf
xf

dx

d

x ⊿⊿⊿ )()(
)( lim

0

−+
=

→

を適用す

ると， 1)( −= n
anxxf

dx

d
となることが知られている．もし，２回微分すれば，

2)1( −− nxnan となる． 

 

 このように，何回も微分することは可能なため，微分の回数を記号に表すこ

とが必要な場合が出てくる． )(xf をn回微分したことを表す記号は， )(xf
dx

d
n

n

や

)(xf n などである． 

 

３３３３．．．．そもそもそもそもそもそもそもそも微分微分微分微分からからからから何何何何がががが分分分分かるかかるかかるかかるか？？？？ 

 

 １．でも見たように，微分した値は，接線の傾きを表す．まず，１回微分す

ることで判明するこの値 )(xf
dx

d
が，正正正正かかかか負負負負であるかによって，その関数がその

接線の接点において増加中か減少中か分かる． 

 

＜増加中：接線の傾きは正＞     ＜減少中：接線の傾きは負＞ 

 

※※※※    太線太線太線太線がががが関数関数関数関数，，，，破線破線破線破線はそのはそのはそのはその接線接線接線接線 

x

)(xf

x

)(xf
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４４４４．．．．２２２２回微分回微分回微分回微分によってによってによってによって分分分分かることかることかることかること 

 

 ３．でも分かったように，１回微分した値が正か負かによって，微分された

ものが増加中か減少中かが判別できる．よって，傾き自体が（正のときであろ

うが負のときであろうが）増加しているか減少しているかを調べるには，傾き

を表す )(xf
dx

d
をもう一度微分した，すなわち )(

2

2

xf
dx

d
の正負を調べればよいこ

とになる． 

 

（１）関数は増加中：接線は正 ＜接線の傾きは減少中： 0)(
2

2

<xf
dx

d ＞ ＜接線の傾きは増加中： 0)(
2

2

>xf
dx

d ＞  

 

（２）関数は減少中 ＜接線の傾きは減少中： 0)(
2

2

<xf
dx

d ＞ ＜接線の傾きは増加中： 0)(
2

2

>xf
dx

d ＞  

 

x

)(xf

x

)(xf

x

)(xf

x

)(xf
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まとめると， 

)(xf
dx

d
が ＋ なら ����  )(xf

dx

d
が ― なら ���� 

)(
2

2

xf
dx

d
 ＋＋＋＋ ― 

)(xf
dx

d
 ＋ 

  

)(xf
dx

d
 ― 

  

 

 

 そこで，ちょっと変な場合を考える．まず， )(xf
dx

d
が正でも負でもない，つ

まり０のときはどうなっているのだろうか．これは，増加も減少もしていない，

接線の傾きが０の場合である． 

 

 次に， )(
2

2

xf
dx

d
が０の場合はどうであろうか．接線の傾きが増加も減少もし

ていないということだから，一定の傾きを保ち続けているということである．

具体的にこのように現象が見られる関数は１次関数である． 

 

＜底が 0)( =xf
dx

d
＞        ＜ 0)(

2

2

=xf
dx

d
の場合＞ 

 

※接線の傾きが０         ※接線の傾きが一定 このような場合を「極値をとる」という このような場合を単調増加（減少）という 

x

)(xf

x

)(xf
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５５５５．．．．３３３３次関数次関数次関数次関数でででで実践実践実践実践するするするする 

 

（例） xxxf −= 3)( （ )(xfy = ） 

 

まずは )(xf
dx

d
を調べる． 13)(

2 −= xxf
dx

d
より， 

（１）
3

1
,

3

1
0)( −<>∴> xxxf

dx

d
のとき ↗↗↗↗ 

（２）
3

1
,

3

1
0)( −=∴= xxf

dx

d
のとき 極値をとる 

（３）
3

1

3

1
0)( −>>∴< xxf

dx

d
のとき  ↘↘↘↘ 

 

さらに， )(
2

2

xf
dx

d
を調べる． xxf

dx

d
6)(

2

2

= より， 

（イ） 00)(
2

2

>∴> xxf
dx

d
のとき または  

（ロ） 00)(
2

2

=∴= xxf
dx

d
のとき （３）より，単調増加 

（ハ） 00)(
2

2

<∴< xxf
dx

d
のとき または  

 

以上をまとめると， y

xO

3

1

3

1
−

0)( <xf
dx

d
0)( >xf

dx

d
0)( >xf

dx

d

0)(
2

2

<xf
dx

d
0)(

2

2

>xf
dx

d

xxy −= 3
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５５５５    線形計画法線形計画法線形計画法線形計画法（（（（河野河野河野河野）））） 

 

 

 線形計画法は，ミクロ経済学でよく使う method のうちの一つである．具体的

には，生産可能領域・境界を図示して，生産・消費の最適問題を考える際に使

用する．他には，国際貿易論のリカード・モデルなどでも使用する．そこで，

線形計画法の解法を実例を使って紹介する． 

 

 

 

（例題） 102,8,153,0,0 ≤+≤+≤+≥≥ yxyxyxyx のとき， 

    yx 23 + の最大値を求めよ． 

 

 

（１） 102,8,153,0,0 ≤+≤+≤+≥≥ yxyxyxyx を図示 













+−≤

+−≤

+−≤

⇔
















≤+

≤+

≤+

③

②

①

…

…

…

102

8

5
3

1

102

8

153

xy

xy

xy

yx

yx

yx

  0,0 ≥≥ yx において， 

これらを図示すると，右図になる． 

求める範囲は，左図のＤの部分． 

（境界も含む） 

 

 

（２） yx 23 + の最大値 

 

 図で分析するために yx 23 + を方程式にする． )(23 ℜ∈=+ kkyx  

そうすれば， yx 23 + の最大値を求めるということは yx 23 + の最大値を求める

ということは， k の最大値を求めるということと同じ． 

O

y

x③ ② ① Ｄ 
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kyx =+ 23 を描くと，
22

3 k
xy +−=  これを図に描くと，以下の通り． 

 

 

22

3 k
xy +−= の候補を破線で３つ描いた． 

ｙ切片が
2

k
なので， k を最大にするには， 

ｙ切片ができるだけ大でなくてはならない． 

しかし，この直線はＤに触れていなくては 

いけないので，Ｂが k を最大にする． 

つまり， kyx =+ 23 が○を通ればいい． 

102,153 =+=+ yxyx の交点は， 

これを解くと )4,3( これを kyx =+ 23  

k==+ 1789 よって，最大値 17． 
O

y

xＣ 
Ｂ Ａ  Ｄ 



 - 43 - 

 

６６６６    微分可能性微分可能性微分可能性微分可能性（（（（河野河野河野河野）））） 

 

 

 効用最大化や利潤最大化などの最適化問題を解く際に，よく微分（偏微分・

全微分を含む）を行う．その際，例えば
1−= nn anxax

dx

d
などの微分に関する公 

式を利用するが，本来はそれらを使用する前に，微分されるもの（上の例であ

れば
nax ）がそもそも微分可能（differentiable）であるかどうかを確かめなくて

はいけない．本項では，(１)どのようなものが微分可能であり，(２)その条件は何で

あるかを示したい． 

 

＝目次＝ 

 

１．どのようなものが微分可能であるか？（直観的な説明） 

 

１．１ 連続でない例・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・44 

１．２ なめらかでない例・・・・・・・・・・・・・・・・・・・46 

１．３ 二つの方程式から成り立つが，連続でなめらかである例・・47 

１．４ なめらかさの直観的な検証・・・・・・・・・・・・・・・47 

 

２．微分可能条件（厳密な定義） 

 

２．１ 微分の定義の復習と微分可能条件・・・・・・・・・・・・49 

２．２ 厳密な微分可能条件と直観的な条件の整合性・・・・・・・50 

 

３．微分可能性の検証 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・52 
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１１１１．．．．どのようなものがどのようなものがどのようなものがどのようなものが微分微分微分微分可能可能可能可能であるかであるかであるかであるか？（？（？（？（直観的直観的直観的直観的なななな説明説明説明説明）））） 

 

ある点（またはある区間で）微分可能であるということは，簡単にいえば，

その点（またはその区間で）次の二つが生じていればよい． 

 

（１）連続である（グラフがその点において途切れていない）． 

（２）滑らかである（突然，傾きが急激に変化したりしない）． 

 

 

 

この二つを図で説明しよう．まず

は，（１）かつ（２）を満たしている

図形は，例えば右図のようなものに

なる．この関数は，すべての区間に

おいて連続だし，滑らかである．つ

まり，すべての区間で， x で微分で

きるといえる． 

 

 

１１１１．．．．１１１１    連続連続連続連続でないでないでないでない例例例例 

 

では，微分可能性を満たしていないのはどのような場合であろうか．まず，

連続していないケースを取り上げる．以下は，ある点において，連続性を満た

していない． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O

y

x

xxy −= 3

O

y

x





<−

≥
=

)1(2

)1(2

x

x
y

1=x

O

y

x





<

≥+
=

)1(2

)1(12

xx

xx
y

1=x

=Figure 1==Figure 1==Figure 1==Figure 1=    

 

=Figure 2= 
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 この二つはいずれも， 1=x を境に二つの方程式から成り立つ関数である．結

果，いずれも 1=x において連続で無く，微分可能でない．では，次は一つの方

程式であるにもかかわらず，連続でないケースである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=Figure 3= 

 

 Figure3 の左は反比例のグラフである．単純な一つの方程式から成り立ってい

るにも，かかわらず， 0=x の直線が漸近線38になっており， 0=x では連続し

ていない．右も同様な例である．tan の周期と同じく，微分不可能な箇所が 180°

ごとに繰り返されている39． 

                                                   
38

 漸近線とは，ある曲線が限りなく近づいていくが，絶対に交わることのできない直線． 
39

 tan(tangent)とは，傾きと訳す．水平方向に対し x度の傾きがある直線の傾きが，tan xの値である．このとき，水平方向から 90°や 270°などの傾きがあるとき，この直線は垂直になる．垂直であるということは，傾きが無限になり値をとれない．だから，90°や 270°などの角度のとき，tanの値が取れないので，このとき tanの関数は連続でなくなる． 

O

y

x

x
y

2
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0=x
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xy tan=
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１１１１．．．．２２２２    なめらかでないなめらかでないなめらかでないなめらかでない例例例例 

 

 なめらかでないということは，突然，傾きが急激に変化してしまうことであ

る．つまり，ある点でなめらかでないということは，その点のすぐ左側の接線

の傾きとすぐ右側の接線の傾きが異なるということである（これについては，

あとで詳しく述べる）．このような例は以下のようになる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=Figure 4= 

 

 まず，Figure4 の左から検討しよう．これは，二つの方程式から成り立ってい

るが連続性を保っている例である．しかし， 2=x においてなめらかではない．

右は一つの方程式から成り立っている関数である．しかし，この方程式には絶

対値が使用されている．このように，絶対値が使用されている関数は滑らかで

ない場合が多いが，それは実質的には二つの方程式から構成されているのと同

じだからである．絶対値をはずせば，この関数は




<+−

≥−
=

)1(1

)1(1

xx

xx
y となる．結

果， 1=x でなめらかではなくなっている． 1=x の左では傾きは常に-1， 1=x の

右では傾きは常に 1 である．つまり， 1=x において，傾きが急激に変化してい

るといえる．よって，なめらかといえない． 
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y

x






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≥+−
=

)2(2
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2

2
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1−= xy
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１１１１．．．．３３３３    二二二二つのつのつのつの方程式方程式方程式方程式からからからから成成成成りりりり立立立立つがつがつがつが，，，，連続連続連続連続でなめらかであるでなめらかであるでなめらかであるでなめらかである例例例例 

 

 １．２のなめらかでない場合は，どちらも二つの方程式から成り立つ関数で

あった．では，複数の方程式から成り立つ関数はそのつなぎ目で常になめらか

でないのだろうか．実際には，そうでない．以下は，二つの方程式から成り立

ち，さらにすべての区間でなめらかである例である． 

 

=Figure 5= 

 

 0=x が関数のつなぎ目になっている．左側の方程式は２次関数だが， 0=x

において頂点であり，傾きが０である．右側の方程式も，水平で傾きは０であ

る．よって，左右の傾きが０で一致するので，なめらかさを保っている． 

 

 

１１１１．．．．４４４４    なめらかさのなめらかさのなめらかさのなめらかさの直観的直観的直観的直観的なななな検証検証検証検証 

 

 １．２と１．３では，連続である場合に，なめらかであるときと，なめらか

でないときを取り上げた．１．２の方は明らかになめらかでないが，１．３は

グラフだけを見ても微妙である．では，グラフではなめらかさの検証はできな

いのだろうか．これに関しては，導関数（derivative）40をグラフに描けば，直観

的な判断が可能となる． 

 そこで，ここでは Fugure5（２つの方程式から成り立ち連続でなめらかなめらかなめらかなめらかで，こ

れを①とする）と Figure4（２つの方程式から成り立ち連続だがなめらかでないなめらかでないなめらかでないなめらかでない，

                                                   
40 導関数とは，微分して求められた関数のこと．例えば， 2xy = の導関数は， xy 2= ． 
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x




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≥
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2
xx
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y

0=x
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これを②とする）の左でとりあげたものを使って説明しよう．それぞれの導関

数を求める． 

① 




<+−

≥
=

)0(2

)0(2

2
xx

x
y  ⇒ 





<−

≥
=′

)0(2

)0(0

xx

x
y  

② 






<−

≥+−
=

)2(2

)2(148

2

2

xx

xxx
y ⇒ 





<

≥−
=′

)2(2

)2(82

xx

xx
y  

 これを描くと次のようになる． 

 

=Figure 6= 

 よって，なめらかである場合には，導関数が連続であり，そうでないときに

は導関数が連続しない．つまり，導関数を描くことによって，微分可能性の一

つのなめらかさが確認できた． 

  

 では，導関数が連続であれば，必ず微分可能なのだろうか．答えは，そうで

ない．例えば，Figure 2 の二つの関数は，非連続とはいえ，常に傾きは一定であ

る．よって，もしこれの導関数を描けば，連続な直線（しかも水平）が描ける

はずである． 

 

 つまりまとめると，関数のある定義域41において微分可能であるためには，そ

の定義域においてその関数関数関数関数がががが連続連続連続連続であり，かつ，その導関数導関数導関数導関数もももも同同同同じじじじ定義域定義域定義域定義域におにおにおにお

いていていていて連続連続連続連続であることが必要といえる． 

                                                   
41 定義域とは，例えば yx → である関数 )(xfy = であれば，x のとる範囲が定義域といえる． 
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２２２２．．．．微分可能条件微分可能条件微分可能条件微分可能条件（（（（厳密厳密厳密厳密なななな定義定義定義定義）））） 

 

    本稿では１．と異なり，直観的でなく，微分可能条件についての厳密な定義

を示したい． 

２２２２．．．．１１１１    微分微分微分微分のののの定義定義定義定義のののの復習復習復習復習とととと微分可能条件微分可能条件微分可能条件微分可能条件 

 

 yx → である関数 )(xfy = を考える． 

この関数の x が変化したとき y も変化するが， y の x に対する変化率42は， 

y⊿ を x⊿ で表す． )()( xfxxfy −+= ⊿⊿  よって， 

x

xfxxf

x

y

⊿

⊿

⊿

⊿ )()( −+
=  

 ここで， x⊿ を限りなく０に近づけてみる（ 0→x⊿ ）．このような x⊿ を dx

と書く．このとき， y は x に従属するので， y⊿ も限りなく０に近づくはずで

ある（ 0→y⊿ ）． x と同様に， y⊿ を dy と書く 

 そこで， 0→x⊿ のとき
x

y

⊿

⊿

を考えれば， 

x

xfxxf

dx

dy

x

y

x ⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿ )()(
lim

0

−+
==

→

43
 

 この値を求めることが微分である．よって， ax = によって，微分可能微分可能微分可能微分可能であるであるであるである

ということはということはということはということは，，，，
x

afxaf

x ⊿

⊿⊿ )()(
lim

0

−+

→

44がががが存在存在存在存在するするするするということに他ならない． 

                                                   
42 このような変化率を平均変化率という． 
43 

dx

dy は接線の傾きを示す． 
44

 このとき， ax = なので，
axxfy == )( から

axxf
dx

d

dx

dy
== )( この値を微分係数（differential 

coefficient）という．つまり微分係数とは，導関数の独立変数（ xみたいなもの）に定数を代入したものといえる． 

x

y

⊿

⊿
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さて，先ほどの定義は，極限値が存在する（lim できるということ）ことが前

提であった．そこで，厳密に微分可能性を定義するには，極限が存在すること

も付け加えなくてはならない． 

 

 極限が存在するということは，変数の近づき方（大きい方から近づくのか，

小さい方から近づくのか）に関係なく，極限値が一つの一つの値に収束するこ

とである．つまり， 

x

afxaf

x

afxaf

xx ⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿⊿ )()()()(
limlim

00

−+
=

−+

+→−→
 

45
 

46
…（＊） 

 

 これが存在し成立する必要がある．これは， ax = においてにおいてにおいてにおいて微分可能微分可能微分可能微分可能であるこであるこであるこであるこ

とのとのとのとの必要十分条件必要十分条件必要十分条件必要十分条件であり，極限値が存在することも含めた微分可能の条件とな

る． 

 

 

２２２２．．．．２２２２    厳密厳密厳密厳密なななな微分可能条件微分可能条件微分可能条件微分可能条件とととと直観的直観的直観的直観的なななな条件条件条件条件のののの整合性整合性整合性整合性 

 

 そこで，条件式（＊）と，１．で述べてきた直観的な微分可能条件の整合性

を確認したい．直観的な条件は，「連続であること」と「なめらかであること」

である． 

 

 まず，なめらかさについては問題ないだろう．なめらかであることは，微分

を行う点のすぐ左側の接線の傾きとすぐ右側の接線の傾きが一致するというこ

とである．そこで，（＊）の両辺は接線の傾きである  を求めたのであり，（＊）

の式は，左辺が左側の接線の傾き，右辺が右側の接線の傾きであり，それらが

等しいということをそのまま示しているわけである． 

 

 おそらく，戸惑うのは（＊）が連続性も意味していることであろう．そこで，

Figure1 で連続でないケースとして紹介した図を再掲する． 

                                                   
45

 −→ 0x⊿ とは，小さい方から 0に近づけた極限を指し， +→ 0x⊿ は，大きい方から
0に近づけた極限を指す． 
46

 −→ 0x⊿ のときの微分係数を左側微分係数（left-hand derivative）， +→ 0x⊿ のときの微分係数を右側微分係数（right-hand derivative）という． 

dx

dy
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x

y⊿⊿dx

dy





≤

≥+
=

)1(2

)1(12

xx

xx
y

 

 上の関数を構成する２つの方程式 )1(12 ≥+= xxy ， )1(2 <= xxy について考え

よう．いずれも，右辺を微分すれば 2 になるので， 1=x において左右の微分係

数が一致し，（＊）を満たしそうである．しかし，実際はそうではなく， 1=x に

おける右側極限値（＊の左辺）が∞となり，等式が成立しない．なぜならば，微

分係数は   の値であり，元をたどれば平均変化率  である．平均変化率は，

２点の線分の傾きだが，今回， 1=x は )1(12 ≥+= xxy に含まれており，

)1(2 <= xxy の点が 1=x に進んで極限していく際，図の破線に表れているよう

に，左側微分係数の値が際限なく上昇し続ける．対して，右側極限では， 1=x は

)1(12 ≥+= xxy に含まれており，右側微分係数の値が 2 のままである．∞≠2 よ

り，（＊）は成立しない． 

  

 そこで，左側の )1(2 <= xxy が 1=x も含み， )1(2 ≤= xxy であれば問題ないと

いうものがいるのかもしれない．このとき，確かに左右の微分係数は 2 になり，

（＊）が成立する．しかし，この場合，         において，独立変

数 1=x において，従属変数 yが 2,3 と２つの値をとる．そもそも，独立変数に対

して，従属変数が複数の種類の値をとる方程式を，関数とは呼ばない．よって，

やはり，（＊）が関数の微分可能性を示したものであるといえるのである． 
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=Figure 7= 
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３３３３．．．．微分可能性微分可能性微分可能性微分可能性のののの検証検証検証検証 

 

 本項では，２でならった微分可能の条件式を実際に考え，使えるようにする

ことが目的である．以下の①②は１．４で取り上げたものと同じである． 

 

① 




<+−

≥
=

)0(2

)0(2

2
xx

x
y  の 0=x における微分可能性 

 

＜検討＞ 

)(xfy = と考える．(＊)においては 0=a より， 

左側極限は， 

x

fxf

x

afxaf

xx ⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿⊿ )0()()()(
limlim

00

−
=

−+

−→−→
 

)0(f は )0(2)( ≥= xxf に 0=x を代入したものであり， )( xf ⊿ は 

00 <−→x⊿ より， )0(2)( 2 <+−= xxxf に xx ⊿= を代入したものである． 

x

afxaf

x ⊿

⊿⊿ )()(
lim

0

−+

−→

( ){ } ( )
x

x

x

x

xx ⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿⊿ 2

0

2

0
limlim

22 −
=

−+−
=

−→−→
 

              ( ) 0lim
0

=−=
−→

x
x

⊿⊿  

右側極限も同様にして， 0≥x においては， 2=y より， 2)( =xf  

x

afxaf

x ⊿

⊿⊿ )()(
lim

0

−+

+→
= 0

022
limlim

00

==
−

+→+→ xx xx ⊿⊿ ⊿⊿  

よって，左右の微分係数が一致するので， 0=x において，微分可能といえる． 



 - 53 - 

 

② 






<−

≥+−
=

)2(2

)2(148

2

2

xx

xxx
y  の 2=x における微分可能性 

 

＜検討＞ 

)(xfy = と考える．(＊)においては 2=a より， 

左側極限は， 

x

fxf

x

afxaf

xx ⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿⊿ )2()2()()(
limlim

00

−+
=

−+

−→−→
 

この )2(f は， )2(1482 ≥+− xxx に 2=x を代入したものである． 

よって， 2)2( =f  

( ){ } ( ){ }
x

xx

x

x

x

afxaf

xxx ⊿

⊿⊿

⊿

⊿

⊿

⊿ ⊿⊿⊿ 444222)()(
2

0

2

00
limlimlim

−++
=

−−+
=

−+

−→−→−→

 

                   
( ) ( ) 44

4
limlim

0

2

0

=+=
+

=
−→−→

x
x

xx

xx

⊿⊿ ⊿⊿ ⊿⊿  

 

右側極限も同様にして， +→ 0x⊿ から 2≥>+ axa ⊿ より， 

x

afxaf

x ⊿

⊿⊿ )()(
lim

0

−+

+→
における )(xf はすべて， )2(1482 ≥+− xxx  

x

afxaf

x ⊿

⊿⊿ )()(
lim

0

−+

+→
=

( ) ( ){ }
x

xx

x ⊿

⊿⊿⊿ 214282
2

0
lim

−++−+

+→
 

            4−==�  

 よって，4≠-4 から左右の微分係数が一致しないので， 2=x において，微分

可能ではない． 
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７７７７    全微分全微分全微分全微分（（（（岡田岡田岡田岡田・・・・河野河野河野河野）））） 

 

 

＝目次＝ 

 

１．１変数の場合の微分とは何か（岡田） 

２．２変数の場合の全微分（岡田） 

３．ｎ変数の場合の全微分（岡田・河野） 

４．全微分の利用（河野） 

 

 

１１１１．．．．１１１１変数変数変数変数のののの場合場合場合場合のののの微分微分微分微分とはとはとはとは何何何何かかかか 

 

 関数 )(xfy = が与えられている．このとき，「この関数を微分する」とは「 xの

微小な変化( dx )による y の微小な変化，dy を求めること」である．では，「
dx

dy
を

求めること」は何というのか．これは「 )(xfy = の導関数を求める」又は「 )(xfy =

を x に関して微分する」ということである．「 )(xfy = の導関数を求めること」

と「 )(xfy = を微分すること」では意味が異なるのである． 

 

例例例例：：：： xy 2=  

この関数の導関数を求める⇒ 2=
dx

dy
 

この関数を微分する⇒ dxdy 2=  

 

 

２２２２．．．．２２２２変数変数変数変数のののの場合場合場合場合のののの全微分全微分全微分全微分 

 

 ),( yxfz = が与えられている．このとき，「この関数を全微分(total differential)

する」とはどういうことか．それは，「「「「 x のののの微少微少微少微少なななな変化変化変化変化( dx )によるによるによるによる z のののの微小微小微小微小なななな変変変変

化化化化とととと y のののの微少微少微少微少なななな変化変化変化変化( dy )によるによるによるによる z のののの微小微小微小微小なななな変化変化変化変化のののの和和和和，，，，dz をををを求求求求めることめることめることめること」」」」である．

まず，xの微少な変化による z の微小な変化を求める．これ求めるには，既に習
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った偏微分を用いればよい(偏微分に関しては基礎数学の教科書参照)．結果， x

の微少な変化による z の微小な変化は「 dx
x

z

∂

∂
」である．同様に， y の微少な変

化による z の微小な変化は「 dy
y

z

∂

∂
」である． 

 よって，その変化の和，dz は， 

dy
y

z
dx

x

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
=  となる． 

 

例例例例：：：： yxz 2=  

 

この関数を全微分する． 

xの微少な変化による， z の微小な変化は xydxdx
x

z
2=

∂

∂
 

y の微少な変化による， z の微小な変化は dyxdy
y

z 2=
∂

∂
 

よって dyxxydxdy
y

z
dx

x

z
dz

22 +=
∂

∂
+

∂

∂
=  

 

 

 

３３３３．ｎ．ｎ．ｎ．ｎ変数変数変数変数のののの場合場合場合場合のののの全微分全微分全微分全微分 

 

ｎ個の変数を持つ多変数関数 ),,,( 21 nxxxfy …= を全微分する．その結果は 

n

n

dx
x

y
dx

x

y
dx

x

y
dy

∂

∂
+…+

∂

∂
+

∂

∂
= 2

2

1

1

 である． 

 

さらに，一般化すれば， ∑
= ∂

∂
=

n

k
k

k

dx
x

y
dy

1
 と表される． 
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４４４４．．．．全微分全微分全微分全微分のののの実践実践実践実践 

 全微分は無差別曲線(indifference curve)の接線の傾きの絶対値である限界代替

率(MRS)や，等量線(isoquant)の接線の傾きの絶対値である技術的限界代替率

(MRTS)の式を求める際によく使用される．それぞれについて，実践してみよう． 

 

４４４４．．．．１１１１    限界代替率限界代替率限界代替率限界代替率のののの場合場合場合場合 

 

 財Ｘ・財Ｙによる２財経済を想定し，効用関数(utility function)が， ),( yxfU =

だとしよう．これに，全微分を適用すれば， dy
y

U
dx

x

U
dU

∂

∂
+

∂

∂
=  

 そこで，無差別曲線では，効用は一定に保たれるので，ＸとＹの消費量をい

くら動かしても，効用に変化はない．よって， 0=dU より， 0=
∂

∂
+

∂

∂
dy

y

U
dx

x

U
 

ゆえに，ｘｙ平面における傾きを表すと， dx
x

U
dy

y

U

∂

∂
−=

∂

∂
から

yU

xU

dx

dy

∂∂

∂∂
−= と

なる． yx MU
y

U
MU

x

U
=

∂

∂
=

∂

∂
, （MU とは限界効用）と表されるので，

y

x

MU

MU

dx

dy
−=

よって，この絶対値である限界代替率は，
y

x

MU

MU
MRS = と表された． 

 

４４４４．．．．２２２２    技術的限界代替率技術的限界代替率技術的限界代替率技術的限界代替率のののの場合場合場合場合（（（（練習問題練習問題練習問題練習問題）））） 

 

 今回は資本Ｋと労働Ｌによる２要素経済を想定しよう．ある財の生産関数

(production function)が， ),( LKfQ = だとしよう．等量線とは，一定の生産量を保

ったときのＫとＬの組み合わせをつないだ点の集合である．このとき，ＬＫ平

面において，技術的限界代替率は，
MPK

MPL
MRTS = と表されることを全微分を使

って，証明しなさい．ちなみに，
K

Q
MPK

L

Q
MPL

∂

∂
=

∂

∂
= , である．47

 

 

参考文献参考文献参考文献参考文献 

現代経済学の数学基礎(上) Ａ.Ｃ.チャン 著 シーエーピー出版 

大学で学ぶ 微分積分 沢田賢／渡辺展也／安原晃 共著 サイエンス社 

                                                   
47 MPLは労働の限界生産物，MPKは資本の限界生産物である． 
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８８８８    積分積分積分積分とそのとそのとそのとその利用利用利用利用／／／／面積面積面積面積のののの求求求求めめめめ方方方方（（（（中村中村中村中村・・・・岡田岡田岡田岡田・・・・高橋高橋高橋高橋）））） 

    

１１１１．．．．積分積分積分積分とはとはとはとは    

    

 関数 )(xf に対して，微分すると )(xf になる関数， 

つまり )()( xfxF =′ となる関数 )(xF を， )(xf の不定積分という． 

 

例 ( ) xx 22 =
′

， ( ) ( ) ( ) xxx 211 22 =
′

+
′

=
′

+  

2
x ， 1

2 +x はいずれも x2 の不定積分である． 

 

以上の例からわかるように，不定積分は定数項の数だけ無数にある． 

よって， )(xf の不定積分は，一般的に次のように表される． 

 

CxF +)( （C は定数）
48
 

 

 また，関数 )(xf の不定積分を，記号 dxxf∫ )(
49
で表す． 

)(xF を )(xf の１つの不定積分とすると， )(xf の任意の不定積分は 

CxFdxxf +=∫ )()( （C は定数） と表される． 

 

例 Cxdxx +=∫
22   C は定数 

 

関数 )(xf の不定積分を求めることを， )(xf を積分するという． 

 

つまり，関数を積分するには，微分の逆を考えれば良い． 

                                                   48 この定数 Cを積分定数という． 49 記号 ∫ は，｢インテグラル｣と読む． 
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２２２２．．．．積分積分積分積分をををを利用利用利用利用したしたしたした面積面積面積面積のののの求求求求めめめめ方方方方    

    

 関数 )(xf は，区間[ ]ba, で常に 0)( ≥xf であるとする．このとき，この区間で，

)(xfy = と x軸に挟まれる部分の面積 S を，不定積分を用いて表すことを考える． 

    

 bxa ≤≤ である任意の数 xに対して，区間 [ ]xa, で，曲線と x軸に挟まれる部

分の面積を ( )xS とする．このとき， ( )xS は xの関数で，次のことが成立する． 

 

( )xS はははは )(xf のののの１１１１つのつのつのつの不定積分不定積分不定積分不定積分であるであるであるである．．．．    

    

                                    =Figur=Figur=Figur=Figure 1=                     =Figure 2=e 1=                     =Figure 2=e 1=                     =Figure 2=e 1=                     =Figure 2=    

 

何故何故何故何故，，，，積分積分積分積分をををを使使使使うことでうことでうことでうことで面積面積面積面積をををを求求求求めることができるのかめることができるのかめることができるのかめることができるのか？？？？    

 

 関数 ( )xf は，区間 [ ]ba, で常に ( ) 0≥xf であるとする．この区間で，曲線 ( )xfy =

と x軸に挟まれる Figure 1 の S(x)の面積について考える．この部分の面積は xが

増えれば，増えるし， xが減れば，減る．つまり，この部分の面積は xに関する

増加関数であるといえる． 

 

 ここで，xが x∆ 増加した場合を考える( 0>∆x )．また， ( )xS の増分を S∆ とす

x
x

SΔ

t xx Δ+

)(tf

)(xf

xΔ

O

y

x

)(xfy =

a x xx Δ+

)(xS SΔ

b
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ると( 0>∆S )．Figure 2 のように， xと xx ∆+ の間に ( ) xtfS ∆=∆ （Figure2の太

枠が右辺）を満たす t があるはずである．これを変形すると ( )tf
x

S
=

∆

∆
となる．

0→∆x のとき， xt → となるから， ( ) ( )xftf → となり， 

0→∆x  のとき ( )xf
x

S
→

∆

∆
が成り立つ． 

したがって， ( )xf
dx

dS

x

S

x

==
∆

∆

→∆
lim

0

  

すなわち， ( ) ( )xfxS =′ となり， ( )xS は ( )xf の１つの不定積分であるといえる． 

 

ここで， )(xF を )(xf の任意の不定積分とすると， 

 

( ) CxFxS += )( （C は定数） 

 

また， ax = のとき， ( ) 0=aS なので 

 

CaF += )(0  ゆえに， )(aFC −=  

 

したがって， ( )xS は )(xF を用いて，次のように表される． 

 

( ) )()( aFxFxS −=  

 

特に， bx = とおくと，区間 [ ]ba, で， )(xfy = と x軸に挟まれる部分の面積 S は，

次のように表される． 

)()( aFbFS −=   ただし， dxxfxF ∫= )()(  

 

 

 

例 区間 [ ]1,0 で xy 2= と x軸に挟まれる部分の面積 S は，次のように求められ

る． 

C
x

dxxxF +== ∫
2

2)(
2

 

 

より， 1)0()1( =−= FFS  
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９９９９    対数対数対数対数のののの基本的基本的基本的基本的なななな性質性質性質性質（（（（河野河野河野河野）））） 

 

 

１１１１．．．．指数指数指数指数 

 

10 =a  
n

n

a
a

1
=−  nn aa =

1

 nmnm
aaa

+=  nm

n

m

a
a

a −=  

mnnm aa =)(  nnn baab =)(  

 

 

＜指数関数のグラフ＞ 

 

（ア） )1( >= aay n       （イ） )10( <<= aay n  

  

 

 

２２２２．．．．対数対数対数対数 

 

)0,1,0(log >≠>=⇔= MaamXXa a

m  

Xa
Xa =log  1log =aa  

YXXY aaa logloglog +=  YX
Y

X
aaa logloglog −=  

XNX a

N

a loglog =  
a

X
X

b

b

a
log

log
log =  

y

x

O

y

x

O
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＜対数関数のグラフ＞ 

 
 

ｃｆ： xyya a

x =⇔= log  

   よって， xay = と xy alog= は， xと y に関して対称的50
 

   

∴ xy平面では， xay = と xy alog= は， xy = に関して線対称となる． 

 

以上をグラフで示したものが以下である． )1( >a  

 

 

                                                   
50 変数の独立変数と従属変数を入れ替えた関数を逆関数（Inverse function）という． 

y

xO

xay =

xy alog=

xy =

y

xO

)1(log >= axy a

)10(log <<= axy a
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付録付録付録付録    指数法則指数法則指数法則指数法則のののの応用応用応用応用 

 

)0(
1

,10 ≠== −
a

a
aa

n

n 　　　　  となる理由 

指数法則：a
m
a

n
=a

m+n
  ・（a

m
）

n
=a

mn
  ・（ab）

n
=a

n
b

n
 (m,n は正の整数)  

を使って， )0(
1

,10 ≠== −
a

a
aa

n

n 　　　　 を示す． 

 0≠a とする．このとき，指数nが 0 や負の整数の場合にも， n
a の意味を，上

の指数法則が成り立つように定めよう． 

 

 まず， 0=n のときに，・a
m
a

n
=a

m+n
が成り立つとすると， 

       00 += mm
aaa   つまり  mm

aaa =0  

       両辺を m
a で割って消すと   10 =a  だといえる． 

 

 次に，nが正の整数で， nm −= のとき，・a
m
a

n
=a

m+n
が成り立つとすると， 

       0
aaaa

nnnn == +−−   つまり  10 =a  より 1=− nn
aa  

       両辺を n
a で割って移項すると  

n

n

a
a

1
=−  だといえる． 

 

 ちなみに，これらを使って以下のことがいえる． 

・ nmnmnm

n

m

n

m

aaaa
a

a
a

a −−+− ==⋅=⋅= )(1
 

・ ( ) ( )
n

n

n

nnnnnnnn
n

b

a

b
ababababa

b

a
=⋅=⋅=⋅==⋅=







 −⋅−−− 1111  

（分かりにくかったら，文字に数値を代入して考えよ．） 
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練習問題練習問題練習問題練習問題 

 

 

    注意注意注意注意 １ 登場する文字は，特に断りがない限り，全て実数であるとする． ２ 特に断りがない限り， x , y を変数，a , b , c , d , p , q を定数として扱う． ３ 解く際，途中計算式及び解法の説明も残しておきましょう． 

 

 

 

 

１１１１    対数対数対数対数についてについてについてについて 

 

（１） 1>a のとき，次のグラフを xy平面に描き，互いにどのような関係がある

か述べよ． 

 ① xy alog=  ② xay =  ③ xy
a

1log=  

（２） xy平面における xy 5log= のグラフを描き，次を求めよ． 

 ① x切片 ② 1=y のときの y の値 ③
5

1
=y のときの xの値 

（３）コブ・ラグラス型関数 3
2

3
1

yxU = に対し，対数をとったときどのような性

質があるか述べよ． 
51
 

                                                   

51 3
2

3
1

lnln yxU = を展開すれば良い． lnとは elog のことである． 



 - 64 - 

 

２２２２    逆関数逆関数逆関数逆関数のののの性質性質性質性質についてについてについてについて 

 

○以下の方程式のグラフを書け． 

 

・ 2yx =  

・ xy =  

・ 12 += yx  

・ 31 +−= xy  52
 

・ 3)2()( 2 +−= xxf のときの )(1 xfy −=  

 

 

３３３３    数列数列数列数列についてについてについてについて 

 

問 n

n raa )1( += のとき，∑
=

n

i

na
1

と∑
∞

=1i

na を求めよ． 

 

４４４４    微分微分微分微分についてについてについてについて 

 

問 xxf =)( のとき，以下の関数を求め，そのグラフも書け． 

 

（１） )(xfy =  

（２） )(xf
dx

d
y =  

（３） )(
2

2

xf
dx

d
y =  

                                                   
52 xy座標平面において )(xfy = のグラフを，x軸方向に p，y軸方向にq移動させると，  )( pxfqy −=− となる． 
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５５５５    そのそのそのその他他他他 

 

問 
h

xfhxf
xf

dx

d

h

)()(
)( lim

0

−+
=

→

，
h

h h
e 








+=

∞→

1
1lim を利用して，以下を証明しなさ

い． 

 

（１） xx

n

n

ee
dx

d
= （nは全ての自然数） 

（２）
ax

x
dx

d
a

ln

1
log =  

（３）
axf

xf
xf

dx

d
a

ln)(

)(
)(log

′
=  53

 

 

 

 

参考 証明する際，以下の例題を参考にせよ． 

 

例題 xx
ee

dx

d
= を証明せよ． 

 

証明 

 

h

ee

h

eee

h

ee

h

xfhxf
e

dx

d
hx

h

xhx

h

xhx

hh

x )1()()(
limlimlimlim

0000

−
=

−
=

−
=

−+
=

→→

+

→→

 

 
x

e はhに従属しないので， 

h

e
ee

dx

d
h

h

xx 1
lim

0

−
=

→

 

 

ここで， ( )t

t

te
1

0

1lim +=
→

を代入すると， 

                                                   

53 今回， )(xf ′ は )(xf
dx

d を意味している． 
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( ) ( )

h

t

e
h

t

e
h

e
ee

dx

d

h

t

th

h

x

h

t

t

h

x
h

h

xx

1111
1

1

00

0

1

0

00

limlim
lim

lim
limlim

−








+

=

−








+

=
−

=
→→

→

→

→→

 

 

hは tに従属しないので， 

( ) ( )

h

t

e
h

t

ee
dx

d

h

t

th

h

x

h

t

th

h

xx

1111
1

00

0

1

00

0

limlim
lim

limlim
lim

−




















+

=

−








+

=
→→

→

→→

→

 

     
( )

h

h
e

h

h

t
h

e
h

h

h
t

e
h

x

t

h

t
h

h

x

t

h

th

h

x 111
1111

1

0

1

0

0,

0
lim

lim

lim
lim

lim
−⋅+

=

−







+

=

−







+

=
→

→

→

→

→

 54    x

h

x

h

x

h

x
ee

h

h
e

h

h
e ===

−+
=

→→→

1
11

limlimlim
000

 

 

    ∴ xx
ee

dx

d
=  （証明終） 

                                                   

54 1lim
0,

=
→ t

h

th

と考えている． 
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10101010    対数対数対数対数のののの微分微分微分微分とそのとそのとそのとその利用利用利用利用（（（（河野河野河野河野）））） 

 

 

 

＜対数の微分＞ 

 

例題１ 
h

xfhxf
xf

dx

d

h

)()(
)( lim

0

−+
=

→

，
h

h h
e 








+=

∞→

1
1lim を利用して， 

    
ax

x
dx

d

e

a
log

1
log = を証明しなさい． 

 

証明 









+=

+

=
−+

=
→→→ x

h

hh

x

hx

h

xhx
x

dx

d
a

h

a

h

aa

h

a 1log
1

log
log)(log

log limlimlim
000

 55
 

    
h

a

h x

h
1

0

1loglim 







+=

→

  …① 56
 

ここで， t
x

h
= となる変数 tを用意すると， 0→h のとき， 0→t  

また，
xth

11
= とおける． 

①に t
x

h
= および

xth

11
= を代入し，さらに 0→h を 0→t と変換できるので， 

( ) ( ) xt
a

t

xt
a

t

h

a

h

a tt
x

h
x

dx

d 11

0

1

0

1

0

1log1log1loglog limlimlim
⋅

→→→

+=+=







+=  

    ( )t
a

t

t
x

1

0

1log
1

lim +=
→

 57
 

                                                   

55 
Y

X
YX aaa logloglog =−  

56 N

aa XXN loglog =  

57 N

aa XXN loglog =  



 - 68 - 

xは tに従属しないので， 

( ) ( )








+=+=
→→

t

t

a
t

a

t

a t
x

t
x

x
dx

d 1

0

1

0

1log
1

1log
1

log limlim  

 

( )t

t

te
1

0

1lim +=
→

より，58
 

e
x

x
dx

d
aa log

1
log =  

 

対数の底を eに変換すると， 

axa

e

x
x

dx

d

ee

e

a
log

1

log

log1
log ==  59 

 

  ∴ 
ax

x
dx

d
a

ln

1
log =  （証明終）60

 

 

 

 

 

対数の微分の応用 

 

１．自然対数の微分 

 

 
ax

x
dx

d
a

ln

1
log = に ex = を代入すると，

xex
x

dx

d
x

dx

d
e

1

ln

1
lnlog ===  61

 

 

 ∴ 
x

x
dx

d 1
ln =  …② 

                                                   

58 ( )t

t

h

h

t
h

e
1

0

1
1

1 limlim +=







+=

→∞→

 

59 
a

X
X

b

b

a
log

log
log =  

60 底をeとする対数（例： xelog ）を自然対数（natural log）といい，   elog の部分を単に logや lnと表す．（つまり， xxxe lnloglog == ） 
61 1logln == ee e  
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２．増加率・成長率（percent change） 

 

 ②より，変形して， 
x

dx
xd =ln  が言える． …③ 62

 

 

３．弾力性 

 

 例えば，需要の価格弾力性をε とすると， 

 
PdP

QdQ
=ε  （P は価格で，Qは需要量） 

 ③より， Qd
Q

dQ
ln= ， Pd

P

dP
ln= から， 

  ∴ 
Pd

Qd

ln

ln
=ε  …④ 

 

４．需要関数 

 

例えば，需要関数 baPQ −= を考える（P は価格で，Qは需要量， ba , は正の定数）． 

これに対して，両辺に自然対数を取ると， 

  PbaPaaPQ bb lnlnlnln)ln(ln −=+== −−  

  PbaQ lnlnln −=  …⑤ 

  よって，需要関数 baPQ −= を一次式で表すことができた． 

 

 そこで，⑤より， PdbadQd lnlnln ⋅−=  

 aは定数より， 0ln =ad で， PdbQd lnln ⋅−=  

 ∴ ④より，需要の価格弾力性 b
Pd

Qd
−==

ln

ln
ε  …⑥ 63

 

  

 これに対して，通常のやり方で弾力性を求めると， 

                                                   

62 これ自体は，限界的な成長率．本来は，例えば，
x

x∆ ． 
63 bは定数なので，この需要関数は全てのP，Qに対し，弾力性が一定だといえる． 
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Q

P

dP

dQ

PdP

QdQ
==ε  …⑦ 

 需要関数 baPQ −= に対して，
dP

dQ
を求めると， 

 1−−− −== bb
abPaP

dP

d

dP

dQ
 これを，⑦に代入して， 

 
Q

abP

Q

P
abP

b
b

−
−− −

=−= 1ε  これに，需要関数の式 baPQ −= を代入すると，  

 b
aP

abP
b

b

−=
−

=
−

−

ε  これは確かに，対数を使って求めた弾力性の⑥と一致する． 

 

 

５．コブ・ダグラス関数 

 

 例えば，コブ・ダグラス関数 βα LAKY = に対数を使って，変形してみよう． 

  

 両辺に自然対数を取ると， βαβα LKALAKY lnlnln)(lnln ++==  

 LKAY lnlnlnln βα ++=  

 各項とも変数は１次なので， 

  LdKdAdYd lnlnlnln ⋅+⋅+= βα  

  

③より，自然対数の限界変化は限界増加率と同じなので， 

 ∴ 
L

dL

K

dK

A

dA

Y

dY
⋅+⋅+= βα  

 

  よって，(Y の増加率)＝( Aの増加率)＋α ( K の増加率)＋ β ( Lの増加率)
64

 

                                                   
64 Y をＧＤＰ，Aを技術水準，K を資本量，L を労働量とすれば，これはマクロ経済学の成長会計のモデル． 
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６．指数対数の微分 

 

例題２ aaa
dx

d xx ln= を証明しなさい． 

 

証明 

 

xay = とする． 
dydxdx

dy
a

dx

d x 1
==  

xay = より， yx alog=  

ay
y

dy

d

dy

dx
a

ln

1
log ==  xay = より 

aaaydy

dx
x ln

1

ln

1
==  65

 

 よって， aa
dydxdx

dy x ln
1

==  ∴ aaa
dx

d xx ln= （証明終） 

 

 ちなみに， ea = と置き換えると， 

 xxx
eeee

dx

d
== ln  66 ∴ xx

ee
dx

d
=  

                                                   
65 例題１の２ページを参照せよ． 
66 1logln == ee e  
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練習問題練習問題練習問題練習問題 

 

 

    注意注意注意注意 １ 登場する文字は，特に断りがない限り，全て実数であるとする． ２ 特に断りがない限り， x , y を変数，a , b , c , d , p , q を定数として扱う． ３ 解く際，途中計算式及び解法の説明も残しておきましょう． 

 

 

問題１ 次を微分せよ． 

 

・ xy alog=  

・ xay =  

・ xy
a

1log=  

・ xy 2log10=  

・ xy 2ln=  

・ )31(ln xy −=  

・ xey 2=  

・ xy −= 3  

 

問題２ 
ax

x
dx

d
a

ln

1
log = と aaa

dx

d xx ln= を自分で証明してみなさい． 

 

問題３ 逆関数の性質を利用して，
ax

x
dx

d
a

ln

1
log = から aaa

dx

d xx ln= を導きな

さい． 

 

問題４ コブラグラス型の効用関数 3

2

3

1

yxU = に自然対数を取って，効用の増加

率と財の増加率の関係を示しなさい． 
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問題５ 需要関数
P

Q
2

= において，需要の価格弾力性を，自然対数を使って求め

なさい． 

 

問題６ Y を生産量，Aを技術水準，K を資本ストック，Lを労働投入量とする．

生産関数が 7.03.0 LAKY = で表されている．このとき，産出量，資本，労働の成長

率がそれぞれ３％，２％，１％のとき，技術進歩率を求めなさい． 
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11111111    ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの基本概念基本概念基本概念基本概念（（（（河野河野河野河野）））） 

 

 

 

 

 本項では，ミクロ経済学で重要であるが，理解されにくい数学の単元である

ベクトルの基本概念を説明する．著者は，本項執筆の際に，６冊ほどの数学・

経済数学の本を参照したが，どれもベクトルについては満足のいく説明はなさ

れていなかった．さらに，高校時代の数学Ｂ67でもベクトルは習うが，あれは物

理学で使用するベクトルの概念であり，経済学ではあまり使えない．この単元

における目標は，経済学で使える「ベクトルとは何か？」を理解すること以外，

他ならない．皆さんがその目標を達成されることを期待している． 

 

 

 

＝目次＝ 

 

１．ベクトルの定義 

１．１ 物理学のベクトル 

１．２ 経済学でのベクトル 

 

２．これまでの数とベクトルの違い 

 

３．ベクトルの取り扱いで注意すべきこと 

                                                   
67 平面ベクトル・空間ベクトルともに，2007 年度現在の新旧課程双方で，数学Ｂに掲載されている． 
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１１１１．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの定義定義定義定義 

 

１１１１．．．．１１１１    高校数学高校数学高校数学高校数学ののののベクトルベクトルベクトルベクトルのののの復習復習復習復習（（（（物理学物理学物理学物理学でのでのでのでのベクトルベクトルベクトルベクトル）））） 

 

 高校数学の教科書では，ベクトル(Vector)について以下のように書いている． 

 

・大きさと向きを持った量（定義） 

・平面上や空間内の矢印（有向線分68）として幾何学的にイメージされる． 

 

 そこで，これらを下の図で説明しよう．四角形ＯＡＣＢは平行四辺形である

とする． 

 

= Figure 1 = 

 

 ベクトルの定義は先ほど述べたように，大きさと向きを持った量である．ベ

クトル（や行列）以外の数（これをスカラー，scalar という）はこのうち大きさ

しか表していなかった．例えば，もしＯＢ＝ＯＡとすれば，スカラーでは当然

ながら，ＯＢとＯＡは同じものだが，ベクトルではこの二つは明らかに向きが

異なるので違うものになる．しかし，ベクトルの世界であっても，大きさに加

え，向きが同じであれば，同じ場所に存在しなくても，同じものとすることが

できる．例えば，ＯＢとＡＣは大きさが同じだが， ACOB, で考えたとき，方向

も同じだから， ACOB= とすることができる． 

                                                   68 有向線分とは，向きを持った線分のこと． 

)0(O )(aA

)(bB )(cC

bOB=

aOA=

BC

ACcOC=

θ
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１１１１．．．．２２２２    新新新新たなたなたなたなベクトルベクトルベクトルベクトル（（（（経済学経済学経済学経済学でででで使使使使えるえるえるえるベクトルベクトルベクトルベクトル）））） 

 

 １．１のような物理学的なベクトルに対して，経済学を学習するものはベク

トルを以下のように考えれば良い． 

 

・・・・同時同時同時同時にににに達成達成達成達成するいくつかのするいくつかのするいくつかのするいくつかの値値値値のののの集合集合集合集合69
 

・・・・値値値値のののの組組組組みみみみ合合合合わせわせわせわせ 3
 

 

 そこで，経済学では座標平面を頻繁に用いて分析するので，以下のようなｘ

ｙ平面70の図を用いて説明しよう． 

 

= Figure 2 = 

 

 結論からいうと，上の図では， 00, yx はスカラーであり， yx AAAO ,,, がベクト

ルである．経済学でスカラーといえば，単に値そのものを指す．現に 00, yx それ

ぞれ yx, の値に他ならない．しかし， yx AAAO ,,, は座標平面上の点であり，それ

ぞれ， ),0(),0,(),,(),0,0( 0000 yxyx を意味している．まさに，値の組み合わせとい

えるので，これらはベクトルである．例えば， ),( 00 yxA について考えよう．ベ

クトル Aにおいては， 0xx= だけでなく，同時に 0yy = も達成されていなければ

ならない．複数の数の値を１つのスカラーでは表示できないが，ベクトルは数

                                                   
69 この意味では，行列もベクトルと同じ．ベクトルは行列の一種ともいえる． 70 ｘｙ平面とは，横軸にｘの値，縦軸にｙの値をとるような座標平面のこと．もし，ｙｘ平面といえば，縦軸にｙ，横軸にｘとなる．ちなみに，変数が３つ以上になり，ｘｙｚ立方とは，ｘｙ平面に対し，垂直にｚ軸を立てるようなグラフになる． 

O

x

y

0x

0y
),( 00 yxA

),0( 0yAy

)0,( 0xAx
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を組み合わせることができるので，こうした状態を１つのベクトルという数で

表すことができるのである．また， xA も，れっきとしたベクトルである．確か

に， y の値は０だが，０という数（値）と 0xx= をまとめているわけなので，や

はりベクトルに他ならない71．原点Ｏも同様である72．１．１のようにベクトル

には必ずしも→をつけなくても良い．特に，経済学ではほとんど使用しない．

以降，本書でベクトルと呼んだ場合，こちら（１．２）のベクトルを指すもの

とする． 

 

 

２２２２．．．．これまでのこれまでのこれまでのこれまでの数数数数ととととベクトルベクトルベクトルベクトルのののの違違違違いいいい 

 

 これまでの数であるスカラーはその値自体にしか情報が存在しないが，１．

２でも述べたように，ベクトルは，数の組み合わせであるので，複数の値がも

つ情報を取り入れることができる．その際，いくつかの数値を取り入れるとき

に，（ ）でくくるが，その際， ),( 00 yx のように横に並べてもいいし， 








0

0

y

x
の

ように縦に並べてもいい．前者を行ベクトル(row vector)，後者を列ベクトル

(column vector)と呼ぶ． 

 

 

３３３３．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの取取取取りりりり扱扱扱扱いでいでいでいで注意注意注意注意すべきことすべきことすべきことすべきこと 

 

 ベクトルの取り扱いの際に，最も注意すべきなのは演算である．ベクトルは

数の集合体なのだから，ベクトルに対して，演算を行う際には，以下の３点な

どに注意すべきである． 

                                                   
71

 ちなみに， xAや yA のように，ベクトルを構成する数値のひとつを除いて全てが０であるようなベクトルを基本ベクトルという． 
72

 ベクトルを構成する数値が全て０であるベクトルを零ベクトルという． 
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（１）ベクトルの全ての構成要素73に対して，演算を行うこと．その際，各成分

が対応対応対応対応しているしているしているしているか，確認すること． 

（２）スカラーでの演算規則と同じようにはいかないこと． 

（３）そもそも演算の際に，その演算に意味があるのか，その成分に演算を行

うことに意味があるのかに意識すること． 

 

 例えば，Ａ社が保有している労働（Ｌとする）と資本（Ｋとする）といった

生産要素をベクトルＦＡとしよう．Ａ社が実際に労働をＬＡ，資本をＫＡ74持って

いれば，このベクトルはＦＡ=(ＬＡ，ＫＡ)と表される．同様にＢ社が存在し，ＦＢ
=(ＬＢ，ＫＢ)であるとしよう．ここで，Ａ社とＢ社が合併した場合，それぞれが

持っていた生産要素が合計される．この合計の表し方は２通り存在する．従来

のスカラーで表すなら，資本Ｋ=ＫＡ＋ＫＢ，労働Ｌ=ＬＡ＋ＬＢとなる．但し，２

回の表示をしなくてはならない．対して，ベクトルで表そう．すると，生産要

素の合計はＦＡ＋ＦＢと表せる．このとき，その成分は，労働成分と資本成分が

それぞれ左と右の成分になっており対応対応対応対応していてしていてしていてしていて75，それぞれ足し合って，(ＬＡ，
ＫＡ)＋(ＬＢ，ＫＢ)=(ＬＡ＋ＬＢ，ＫＡ＋ＫＢ)となっている．つまり，ベクトルＦＡ＋
ＦＢは(ＬＡ＋ＬＢ，ＫＡ＋ＫＢ)で生産要素を１つのベクトルという数でに表すこと

ができた． 

 

 以上の例は各成分を足し合い，ベクトルの演算を行ったケースであった．こ

のように，四則演算のうち足し算・引き算はそのままできる．しかし，掛け算・

割り算になると，そうもいかない． 

 

 例えば，経済に財が３種類あるとしよう．財の種類 i=1,2,3 であり，価格を

pi，生産量を qi と表す．財の価格をベクトルＰとし，第１成分76から順に第１財，

第２財…の価格を並べる．同様に，生産量もベクトルＱとして並べる．すると，

Ｐ(p1,p2,p3)，Ｑ(q1,q2,q3)と表せた．このとき，この経済の総生産額を表すにはど

うすればよいか？総生産額は，p1q1＋p2q2＋p3q3 である．これは，ベクトルでの

                                                   
73

 これを成分(element)と言う．たとえば，Figure2では，ベクトルＡにおいて， 0xはｘ成分，
0y はｙ成分と呼ぶことができる． 

74
 資本と労働は代表的な生産要素． 

75
 例えば，ベクトルＦＡが(ＬＡ，ＫＡ)でベクトルＦＢが(ＫＢ，ＬＢ)であれば，左右の成分が全く質の異なるものであり，このような場合にベクトルの和算を施しても（それ自体は可能であるが），意味がない． 

76
 行ベクトルなら左から，列ベクトルなら上から，第１成分，第２成分，…と呼ぶ． 
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演算ではＰＱなのか，というとこれは違う．なぜなら，ベクトルは行列の一種

で，Ｐの列数とＱの行数が一致する必要があるが，前者は１で後者は３なので，

このままでは計算ができない．そこで，ベクトルの積の計算では，しばしば，

転置(transpose)という作業を実施する．これは，列数と行数をそろえるために，

ベクトルを回転させる．具体的にはＱを回転させて，

















3

2

1

q

q

q
77と表せる．これで，

列数と行数が一致したので，ＰＱが計算できる．(p1,p2,p3)

















3

2

1

q

q

q

 = p1q1＋p2q2＋p3q3 

となって，求めたいものが求められた．なお，同様に転置してＱＰをしたらど

うなるか？

















3

2

1

q

q

q

(p1,p2,p3)＝

















333231

232221

131211

qpqpqp

qpqpqp

qpqpqp

となり，全く結果が異なる．また，この

行列が何を表しているのかも分からない．このように，ベクトルの掛け算・割

り算の際には要注意だし，演算自体に意味があるのか，よく考えなければなら

ない． 

 

 

参考文献参考文献参考文献参考文献    78 

 

Michael W. Klein(1997)，MATHEMATICAL METHODS for ECONOMICS， 

ADDISON WESLEY 

伊藤敏雄(2004)，「現代物理」，学術図書出版社 

沢田賢(2003)，「社会科学の数学」，朝倉図書 

                                                   
77

 このように回転させられたベクトルや行列には， T
Q というふうに“T ”をつける． 

78
 参考文献とは，執筆に当たって引用したり参考にしたりした文献のことで，英語で

References（Refer:言及する，の派生語）という．「読む際によく分からなければ参考にした方がいい」といったレベルの話ではないので，注意すること． 
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12121212    ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの基本性質基本性質基本性質基本性質（（（（岡田岡田岡田岡田）））） 

 

 

＝目次＝ 

 

１．行ベクトル(row vector)，列ベクトル(column vector) 

２．ベクトルの演算 

３．１次結合 

４．１次独立，1 次従属 

 

 

１１１１．．．．行行行行ベクトルベクトルベクトルベクトル，，，，列列列列ベクトルベクトルベクトルベクトル 

 

ベクトルは以下の２つに分けることができる． 

 

・1行のみからなる行列 ＝ 行ベクトル 

・1列のみからなる行列 ＝ 列ベクトル 

 

 ベクトルをあらわすときは，アルファベットの小文字の太字太字太字太字を用いることが

多い． 

 

� n 次行次行次行次行ベクトルベクトルベクトルベクトル，，，，m 次列次列次列次列ベクトルベクトルベクトルベクトル 

 

n 次行ベクトルとは， n×1 行列のことである． 

例えば， ),,,( 21 naaa …=a  と表される． 

また，m 次列ベクトルとは， 1×m 行列のことである． 

よって，





















=

mb

b

b

:

2

1

b  と表される． 
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２２２２．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの演算演算演算演算 

 

行列の演算と同じである． 

 

ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの演算演算演算演算 

 

行列の演算と同じである． 

 n 次行ベクトル cb,a, ，実数 u，v に対し，以下の(1)～(8)が成立する． 

 

(1) abba +=+  

(2) )()( cbacba ++=++  

(3) aaa =+=+ 00  

(4) aa )()( uvvu =  

(5) aaa vuvu +=+ )(  

(6) baba uuu +=+ )(  

(7) aa =1  

(8) 00 =a  

 

以上は， cb,a, が n 次列ベクトルであっても成立する． 

 

 

� ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの積積積積    （（（（高校高校高校高校でででで学学学学んだんだんだんだ内積内積内積内積とはとはとはとは異異異異なるのでなるのでなるのでなるので注意注意注意注意）））） 

 

 ２つの行列 A，B に対し，その積 AB を定義するのは「行列行列行列行列 A のののの列列列列のののの個数個数個数個数＝＝＝＝

行列行列行列行列 B のののの行行行行のののの個数個数個数個数」」」」となる場合に限られていた．ベクトルに関しても同様のこ

とが言える．m 次列ベクトルbの列の個数も，n 次行ベクトルa の行の個数は共

に 1 である．よって，m 次列ベクトルb，n 次行ベクトルa に対し，その積baは

定義される(baは m×n 行列である)．m=n のとき，n 次行ベクトルa ，m 次列ベ

クトルbに対し，その積abは定義される．このabは 1×1行列，すなわちスカラ

ーである． 
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例：2 次行ベクトルa ，2 次列ベクトルb  

 

 )4,3(=a ， 







=

7

9
b  とあらわされるとき，ba，abはどうなるか． 

baは 2×2行列，abはスカラー (1×1行列)になる． 

 

      （結果） )55()7493(
2821

3627
=+=








= ・・abba  

 

３３３３．．．．1 次結合次結合次結合次結合 

 

 n個のベクトル 

naaa1 ,,, 2 …  が与えられたとき，n個の実数 

nααα ,,, 21 …  に対して 

nnaaa1 ααα …++ 221  の形にかかれるベクトルを naaa1 ,,, 2 … の1次結合とい

う． 

 

例例例例：：：：2 個個個個ののののベクトルベクトルベクトルベクトル 

 

)6,5,4(

)3,2,1(

2 =

=

a

a1
 が与えられたとき，2個の実数 

 

21 ,αα に対して 

 

)63,52,41( 212121221 αααααααα +++=+ aa1  

 

の形にかかれるベクトルを 2,aa1 の 1 次結合という． 
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４４４４．．．．1 次独立次独立次独立次独立，，，，1 次従属次従属次従属次従属 

 

ベクトル naaa1 ,,, 2 … に対して 

0221 =…++ nnaaa1 ααα が成り立つのは 

n個の実数 nααα ,,, 21 … が 

021 ==…== nααα の場合に限るとき， naaa1 ,,, 2 … は 1 次独立であるという． 

1 次独立でないとき， naaa1 ,,, 2 … は 1 次従属であるという． 

 

例例例例：：：：３３３３個個個個ののののベクトルベクトルベクトルベクトル 

 

)9,8,7(

)6,5,4(

)3,2,1(

3

2

=

=

=

a

a

a1

 に対して， 

 

0)963,852,741( 32132132133221 =++++++=++ αααααααααααα aaa1  

 

これが成り立つのは， 

021 ==…== nααα の場合に限らないかどうかを確かめる． 

 

そのためには， 

( )0,,

0963

0852

0741

321

321

321

321

≠








=++

=++

=++

ααα

ααα

ααα

ααα  を解けばよい． 

 

しかし，これは解くことができない（そもそもそもそもそもそもそもそも１１１１次従属次従属次従属次従属だからだからだからだから）． 

 

ここで a=1α  とおくと， 

( )ℜ∈−= aaaa ),2,(,, 321 ααα  となるので， 

例えば， 1,2,1 321 =−== ααα  のときでも 

0)963,852,741( 32132132133221 =++++++=++ αααααααααααα aaa1  

が成り立つ． 

よってよってよってよって，，，， 32 ,, aaa1 はははは 1次従属次従属次従属次従属であるであることがであるであることがであるであることがであるであることが確確確確かめられたかめられたかめられたかめられた．．．． 
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� 1次独立次独立次独立次独立であることはであることはであることはであることは何何何何をををを意味意味意味意味するのかするのかするのかするのか 

 













=+…++

=+…++

=+…++

0

0

0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xxx

xxx

xxx

ααα

ααα

ααα

�
 

上記のような連立方程式があるとする． 

 

このとき，この連立方程式が一意の解を持つかどうかは各方程式の係数をベ

クトルとした， 













…=

…=

…=

),,,(

),,,(

),,,(

21

222212

112111

nnnnn

n

n

ααα

ααα

ααα

α

α

α

�
 が 1 次独立ならば， 

一意の解を持たないし，1 次従属ならば，持たないといえる． 

 

 

例例例例：：：：３３３３元連立方程式元連立方程式元連立方程式元連立方程式 

 









=++

=++

=++

0987

0654

032

32

32

32

xxx

xxx

xxx  がある． 

 

この連立方程式は一意の解を持つだろうか．それを調べるには，各方程式の

係数をベクトルとして，それらが１次独立であるかどうかを確かめればよい． 

 

そこで， )9,8,7(),6,5,4(),3,2,1( 32 === aaa1 とする． 

 

既に例示したように， 32 ,, aaa1 は 1 次従属である．よって，一意の解を持たな

いといえる（分からないならば，上の３元連立方程式を解いてみるとよい，解

くことができないはずである）． 
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13    確率論確率論確率論確率論におけるにおけるにおけるにおける基礎知識基礎知識基礎知識基礎知識（（（（河野河野河野河野）））） 

 

    確率論は大きく２つの分野で使用されると，考えられる．１つは，ミクロ経

済学・マクロ経済学における不確実性の選択の箇所である．特に，将来の期待

利得を考える際に使用される．もう１つは，計量経済学である．計量経済学は，

統計学を基礎に成立しているので，当然の如く，完全に確率論的基礎を理解し

ておかなくてはならない． 

 

＝目次＝ 

１１１１．．．．基本的基本的基本的基本的なななな用語用語用語用語のののの使用使用使用使用 

２２２２．．．．論理記号論理記号論理記号論理記号のののの使用使用使用使用 

３３３３．．．．期待値期待値期待値期待値 

４４４４．．．．ベイズベイズベイズベイズのののの定理定理定理定理 

 

１１１１．．．．基本的基本的基本的基本的なななな用語用語用語用語のののの定義定義定義定義 

 

１１１１．．．．１１１１    試行試行試行試行（（（（Trial）））） 

 

どんな結果が起こるか，偶然に（一定の確率的に）決まるような出来事を起

こすことを試行という．実験や観察，くじ，将来の出来事などが例として挙げ

られる． 

 

１１１１．．．．２２２２    事象事象事象事象（（（（Event）））） 

 

上の試行によって，発生した出来事のことを意味する．例えば，「宝くじが

当たるということ」とか，「テストで合格すること」などが例として挙げられる．

事象は，よく英数字の大文字で表される．例えば，Ａ＝(テニスの試合に勝利)

などのようにおくことがある．この事象の記号は，単なる記号に過ぎず，変数

や定数のように値をとるものとは全くことなるので注意すること．逆に，集合

論で使用される論証は，この事象においても同様に使用できる． 

 

１１１１．．．．３３３３    同時同時同時同時（（（（Joint）））） 

 

２つの事象がどちらも起こるとしよう．例えば，山崎くんと中村くんがいて，
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２人がそれぞれ所得を得る．このとき，山崎くんと中村くんの両方が１０００

万円の所得を得た．このような場合を，確率論では，「同時同時同時同時にににに」起きたという．

つまり，確率論の言う「同時」とは，時間軸的に“ぴったし同時に”などという意

味とは全く異なる．単に，両方の出来事が起きたということを指す． 

 

１１１１．．．．４４４４    背反背反背反背反 

 

背反は逆に，同時に起こりえないことを指す．例えば，「明日のあるテスト

で川浦さんが７０点をとる」ということと，同じ「明日のあるテストで川浦さ

んが４０点をとる」ということは，背反と言える． 

 

１１１１．．．．５５５５    独立独立独立独立（（（（Independent）））） 

 

ある事象の発生（試行）が別の事象の発生（試行）に影響を与えないとしよ

う．そのようなとき，それらの事象（試行）は「独立独立独立独立であるであるであるである」と呼ぶ． 

例えば，箱があって，その中に当たりのボールとハズレのボールがあるとし

よう．ボールをとるという事象を行い，当たりかハズレか確認するわけだが，

まず，取ったボールは箱に戻して次の試行を続けて行うとしよう．このとき，

ｎ回目の試行の際に当たりかハズレかによって，ｎ＋１回目の試行で当たり・

ハズレの確率は変化する．これは独立とは言えない（従属：dependent という）．

逆に，取ったボールは箱に戻さずに次の試行を続けて行うとしよう．この場合，

ｎ回目の試行もｍ回目の試行も，ボールの中にある当たり・ハズレのボールの

数は不変なので，どちらも当たり・ハズレの確率は変化しない．この場合，ｎ

回目に当たりが出る事象とｍ回目に当たりが出るという事象は独立であると言

える． 

 

２２２２．．．．論理記号論理記号論理記号論理記号のののの使用使用使用使用 

 

２２２２．．．．１１１１    確率確率確率確率へのへのへのへの事象事象事象事象のののの導入導入導入導入（（（（コルモゴロフコルモゴロフコルモゴロフコルモゴロフのののの公理公理公理公理

79797979
）））） 

 

� )(AP ：事象 A が発生する確率（Probability）を指す．他は，Prob(A)や Pr(A)

など表す場合もある．必ず， )(1)(0 AAP ∀≤≤  となる． 

� 例１：全事象（起こりうる全ての事象）を U，空事象（何も起こらない事象）

を，φとする．このとき，P(U)=1，P(φ)=0 となる． 

                                                   
79 Kolmogorov axioms 
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例２： )( BAP ∩ は，「事象 A と事象 B が同時に発生する確率」を指す．逆に，

)( BAP ∪ は，「事象 A と事象 B の少なくとも一方（両方起きてもよい）が発生す

る確率」を指す． 

 

２２２２．．．．２２２２    確率確率確率確率のののの加法性加法性加法性加法性とととと背反背反背反背反 

 

例えば，集合論では， 

 

),( BABABABA ∀−+= ∩∪ ． 

 

同様な話は，確率論においても言え， 

),()()()()( BABAPBPAPBAP ∀−+= ∩∪ ．    (2.2.1) 

 

ここで背反であるときを考えよう． 

 

事象 A と事象 B が背反 ⇔ 0)()( == φPBAP ∩  

 

より，これに(2.2.1)を代入すれば， 

),()()()( BABPAPBAP ∀+=∪
80

 

となる．事象が３つ以上の場合でも同様である．つまり， ∑=
i

ii
i

APAP )()(∪  

 

２２２２．．．．３３３３    余事象余事象余事象余事象とそのとそのとそのとその応用応用応用応用 

 

� 定義：ある事象に対して，その事象が起きないという事象を考える．その事

象を余事象といい，例えば，事象 A の余事象は， Aと表される．ちなみに，

A と Aは明らかに背反である． 

 

一般に集合論では， 

)( AUAA ∀=+ ． 

よって，       )(1)()()( AUPAPAP ∀==+ ．      (2.3.1) 

                                                   
80 （別解）A と B が背反 ⇔ )()()( BAPBPAPBABA ∪∪ =+⇔=+  



 - 89 - 

� 例３：事象 A と事象 B の少なくとも一方が発生する確率 

   (2.3.1)  ⇒    1)()( =+ BAPBAP ∪∪                   (2.3.2) 

ド・モルガンの法則

81
： BABABA ∩∪∪ ==                      (2.3.3) 

 

(2.3.2)に(2.3.3)を代入すると， 

1)()( =+ BAPBAP ∩∪     

)(1)( BAPBAP ∩∪ −=⇔ ． 

「少なくとも一方が発生する確率」というのは求めにくいが，その否定を考え

ることによって，若干容易に求められるようになる場合がある． 

 

２２２２．．．．４４４４    独立独立独立独立 

 

 例えば，事象 A と事象 B が独立であれば， 

 

)()()( BPAPBAP =∩  

 となる．事象が３つ以上の場合でも同様である．つまり， ∏=
i

ii
i

APAP )()(∩ ． 

 

２２２２．．．．５５５５    条件付確率条件付確率条件付確率条件付確率（（（（Conditional Probability）））） 

 

� 定義：事象 A と事象 B が存在する．このとき，事象 A がすでに起きている

時点での事象Bが起こる確率を，Aが起こったときのBの条件付確率といい，

)(BPA や )|( ABP などと表す． 

 

� 例４：岡田くんと渡辺くんの出席率 

 渡辺   出席 欠席 合計 出席 0.05 0.55 0.6 岡田 欠席 0.25 0.15 0.4 合計 0.3 0.7 1.0 
                                                   
81 De Morgan’s law 



 - 90 - 

 

ここで，岡田くんが出席する事象を A，渡辺くんが出席する事象を B と

する．つまり，それぞれが欠席する事象は， BA, となる．上の表から， 6.0)( =AP ，

4.0)( =AP ， 3.0)( =BP ， 7.0)( =BP となる．しかし，表をよく見ると，A と B は

独立でない．独立であれば， )()()( BPAPBAP =∩ だが， 05.0)( =BAP ∩ であり，

18.0)()( =BPAP と一致しない．つまり，従属しているのである．岡田くんは本

来，6：4 の確率で出席：欠席だが，渡辺くんが出席しているときに限れば，1：

5 割合でしか，出席していない．つまり，渡辺くんが出席するという条件で，岡

田くんが出席する確率： )|( ABP は 1／6 だと言える．渡辺くんにおいても同様

に考えることができる．1／6 は，0.05／0.3，つまり， )()( APBAP ／∩ で求めら

れた． 

 

� 定理：条件付確率の通常の確率（Unconditional Probability）への変換 

 

)(

)(
)|(

AP

BAP
ABP

∩
=         (2.5.1) 

 

もし，A と B が独立であれば， )()()( BPAPBAP =∩ （∵２．４）より， 

⇔=
)(

)()(
)|(

AP

BPAP
ABP )()|( BPABP = ． 

 

� 例５： )( BAP ∩ の求め方 

 

以下の４通りが考えられる． 

 

一般的には，以下が成立する． 

(2.3.1) )(1)( BAPBAP ∪∩ −=⇒  

(2.2.1) )()()()( BAPBPAPBAP ∪∩ −+=⇔      

 (2.5.1)  )()|()( APABPBAP =⇔ ∩  

もし，A と B が独立であれば， 

)()()( BPAPBAP =∩ （∵２．４）． 
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３３３３．．．．期待値期待値期待値期待値 

 

３３３３．．．．１１１１    確率変数確率変数確率変数確率変数 

 

� 定義：確率変数（Random variable）とは，ある値をとることが事象になるよ

うな変数のことをいう． 

 

つまり，実際にどんな値をとるか，偶然に（一定の確率的に）決まる変数の

ことを指す．例えば，「明日行われる試験の点数」や「じゃけんを６回行い，そ

の中で勝利する数」などが該当する．ここで注意すべきことは，確率変数は値

をとりうる変数であるのであって，確率自体ではない．確率変数と確率の対応

関係を確率分布（Probability distribution）
82
という． 

 

� 例６：あるダーツゲームにおいて，藤代さんと城さんの各得点 

 藤代  城 得点 0 5 20  得点 0 5 20 確率 0.5 0.2 0.3  確率 0.3 0.6 0.1 
 

この表における得点は，確率的に定まっているので，確率変数と言える．

また，この表自体も，確率変数と確率の対応関係を示すので，確率分布と言え

る． 

 

確率変数は文字でおくことが多いので，実践してみよう．藤代さんの得

点を，X とする．X=0,5,20 となる．ここで，X かそれぞれの値（実現値という）

をとるときの確率はどのように表されるか？確率変数の定義に基づけば，値を

とること，すなわち，X=0，X=5，X=20 それぞれが事象になる．よって，２．１

における確率の表記の仕方によれば，P(X=0)=0.5，P (X=5)=0.2，P (X=20)=0.3 が

確率である． 

 

次に，城さんの確率変数を X とおくことはできるだろうか？藤代さんと

城さんのケースを一つの問題として考える場合，基本的には文字を変えるべき

である．なぜならば，藤代さんと城さんは異なる確率分布（つまり表）をとる

                                                   
82 複数の確率変数（事象）の組と確率の関係を表したものを同時分布（Joint distribution）という．例えば，例４の表がそれに当たる． 
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からである．よって，例えば，城さんの確率変数を Y とおいて，Y=0,5,20 となる．

X=0,5,20 で実現値は同じだが，P(Y=0)=0.3，P (Y=5)=0.6，P (Y=20)=0.1 となり確

率分布が異なるため，意味合いが違ってしまうので，違う文字にすべきである． 

 

３３３３．．．．２２２２    期待値期待値期待値期待値のののの定義定義定義定義 

 

� 以下，確率変数 X の期待値を考える．実現値はｎ個存在し， nxxxX ,,, 21 �=

とする．通常，確率変数は大文字，実現値は小文字で表す． 

 

� 定義：確率変数 nxxxX ,,, 21 �= の期待値（Expectation）を )(XE と表し， 

nn xxXPxxXPxxXPXE )()()()( 2211 =++=+== �  

となる．つまり， ∑
=

==
n

i

ii xxXPXE
1

)()( と書ける．このとき，確率の総和の 

1)()()( 21 ==++=+= nxXPxXPxXP � ，つまり，∑
=

==
n

i

ixXP
1

1)( であること

に注意すること． 

 

� 例７：あるダーツゲームにおいて，藤代さんと城さんの各得点 

 藤代  城 得点 0 5 20  得点 0 5 20 確率 0.5 0.2 0.3  確率 0.3 0.6 0.1 
 

 藤代さんと城さんの確率変数をそれぞれ X,Y とする． 

 

20)20(5)5(0)0()( ⋅=+⋅=+⋅== XPXPXPXE  

203.052.005.0 ⋅+⋅+⋅=  

7=  

 

20)20(5)5(0)0()( ⋅=+⋅=+⋅== YPYPYPYE  

201.056.003.0 ⋅+⋅+⋅=  

5=                        となる． 
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４４４４．．．．ベイズベイズベイズベイズのののの定理定理定理定理 

 

４４４４．．．．１１１１    ２２２２事象事象事象事象ののののケースケースケースケース 

 

(2.5.1)より，条件付確率の定義は， 

)()|()(
)(

)(
)|( APABPBAP

AP

BAP
ABP =⇔= ∩

∩
． 

同様に，  )()|()(
)(

)(
)|( BPBAPBAP

BP

BAP
BAP =⇔= ∩

∩
． 

よって，      )()|()()|( BPBAPAPABP =        となるので， 

つまり，        

)(

)()|(
)|(

BP

APABP
BAP = ．              (4.1.1) 

これをベイズの定理
83
という． 

 

� 例８：予防接種 

 

ある国民病に対する予防接種（例えば，結核に対するＢＣＧ接種とツベルク

リン反応のようなもの）を考える．この予防接種をしなければ子供のうちに必

ず感染してしまうとする．そこで，生まれてすぐ行われる予防接種の後に実施

される検査では，陽性か陰性の反応を示す．予防接種された人が成年したのち

に行われる調査によって，病気にかからなかった人には高い割合で，その検査

で陽性が出ていたことが分かった．具体的に，病気にかからなかった人が全体

の 78％，検査で陽性だった人が全体の 72％，病気にかからなかった人の中から

陽性だった人の割合が 90%となっている．この結果から，この検査で陽性であ

るときに予防接種で免疫がついている確率を求めよう． 

 

ここで，病気にかからない，つまり，免疫がついているという事象を A，検

査で陽性である事象を B とする．すなわち，P(A)=0.78，P(B)=0.72，P(B|A)=0.90

となる．ベイズの定理より， 

975.0
72.0

78.090.0

)(

)()|(
)|( =

×
==

BP

APABP
BAP  

なので，求める確率，すなわち，陽性であるときに免疫がついている確率は 97.5%

だと判断できる． 

                                                   
83 Bayes’ theorem, Bayes’ rule 
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 ちなみに，今回のケース（２事象の場合）では以下のような同時分布の

表を描くことでも求めることができる

84
． 

   陽性 陰性 合計 成功 0.70 0.08 0.78 失敗 0.02 0.20 0.22 合計 0.72 0.28 1.00 
 

４４４４．．．．２２２２    ３３３３事象事象事象事象ののののケースケースケースケース 

 

 全事象 U を互いに背反な２つの事象である 21 , AA に分割する． 

つまり， BABABUAAU ∩∩∩ 2121 +=⇔+= ． 

)()()( 21 BAPBAPBUP ∩∩∩ +=⇔  

)()()( 21 BAPBAPBP ∩∩ +=⇔ ．       (4.2.1) 

 (4.1.1)のベイズの定理を )|( 1 BAP に適用し， 

)(

)(
)|( 1

1
BP

BAP
BAP

∩
= ．           (4.2.2) 

(2.5.1)の条件付確率の定義から， 

)()|()(
)(

)(
)|( 111

1

1
1 APABPBAP

AP

BAP
ABP =⇔= ∩

∩ ．   (4.2.3) 

 同様に，  )()|()( 222 APABPBAP =∩ ．                 (4.2.4) 

(4.2.1)を(4.2.2)に代入すると， 

)()(

)(
)|(

21

1
1

BAPBAP

BAP
BAP

∩∩

∩

+
= ． 

 これに，(4.2.3)と(4.2.4)を代入すると， 

)()|()()|(

)()|(
)|(

2211

11
1

APABPAPABP

APABP
BAP

+
= （但し， 21 AAU += ）． 

よって， ),2,1(
)()|()()|(

)()|(
)|( 21

2211

AAUj
APABPAPABP

APABP
BAP

jj

j +==
+

=  (4.2.5) 

となり，または， )2,1(

)()|(

)()|(
)|(

2

1

==

∑
=

j

APABP

APABP
BAP

i

ii

jj

j とも書ける．  (4.2.6) 

これが，３事象の場合のベイズの定理となる． 

                                                   

84 975.0972.0
72.0

70.0

)(

)(
)|( ≒===

BP

BAP
BAP

∩  
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� 例９：ウソ発見器 

 

 世の中に犯罪者が 5％存在しているとする．いま，世の中の人を無作為

抽出し，ウソを言っているという兆候が現れたらアラームが鳴るように設計さ

れているウソ発見器をかけたところ，犯罪者では 90％，一般人（犯罪者以外の

全ての人）では 10％の確率でアラームが鳴るものとする．一見すると，このウ

ソ発見器の精度は高そうである．このとき，この検査でアラームが鳴った者が

犯罪者である確率を求めよう． 

 

そこで，犯罪者がウソ発見器にかけられる事象を 1A ，一般人がウソ発見器に

かけられる事象を 2A ，アラームが鳴る事象を B とする．よって，求める確率は，

)|( 1 BAP であり， 1.0)|(,9.0)|(,95.0)(,05.0)( 2111 ==== ABPABPAPAP となる． 

 

 (4.2.5)のベイズの定理に j=1 を代入すると， 

)()|()()|(

)()|(
)|(

2211

11
1

APABPAPABP

APABP
BAP

+
=  

 左辺に必要な確率を代入して， 

32.0
140.0

045.0

095.0045.0

045.0

95.01.005.09.0

05.09.0
)|( 1 ≒=

+
=

×+×

×
=BAP  

よって，アラームが鳴った者が犯罪者である確率は 32％である．このよう

に一見すると，精度が高そうだったが，圧倒的多数が一般人であるため，ウソ

発見器が，犯罪者を見つける精度は低くなってしまうことが分かる． 

 

４４４４．．．．３３３３    多事象多事象多事象多事象ののののケースケースケースケース 

 

全事象 U を互いに背反な事象である nAAA ,,, 21 � に分割すれば，(4.2.6)より， 









=== ∑

∑ =

=

n

i

in

i

ii

jj

j AUnj

APABP

APABP
BAP

1

1

|,,2,1

)()|(

)()|(
)|( �  

となる．証明は，４．２と同様に成される． 
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14    経済数学単語集経済数学単語集経済数学単語集経済数学単語集（（（（我妻我妻我妻我妻）））） 

 英語 日本語 

abscissa  横軸，横座標 

antiderivative  不定積分 

argument of the function  関数の独立変数 

asympote vertical 漸近線 

autonomous  独立，自主的 

average  平均 

aversion  回避 

behavioral equation  行動方程式 

bivariate functions  二変数関数 

bond Price volatility and bond maturity  債券価格変動と社債満期 

calculus  微積  differential calculus  微分法  integral calculus  積分法 

calculus of variations  変分法 

Cartesian plane  デカルト平面 

chain rule for multivariate functions 多変量関数に対する連鎖法則 

characteristic equation  特性方程式 

characteristic polynomial  特性方程式 

characteristic root  固有値 

characteristic vector  固有ベクトル 

Cobb-Douglas production function intensive コブ・ダグラス型生産関数 

coefficient of relative risk aversion  相対リスク回避の係数 

cofactor  余因数 

cofactor expansion  余因数展開 

comparative static analysis 比較静学分析 

comparative statics  比較静学 

concave  凹面   strictly concave  狭義の凹面 

concave function  凹関数 

concavity  凹面 
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constant-valued function rule of differentiation  微分の等価値関数法則 

constrained optimization  条件付最適化 

constraints  制約   equality constraints  平等な制約   inequality constraints  不平等制約 

consumer's surplus  消費者余剰 

continuous  持続的 

control variable  制御変数 

convex  凸   strictly convex  狭義の凸面 

convex function  stationary point in 凸関数の 

cost functions  費用関数 

covariance  共分散 

Cramer's Rule  クラメールの公式 

critical Point  臨界点 

cumulative distribution function  累積分布関数 

definition  定義 

derivative  導関数，微分係数   partial derivative  偏導関数   second derivative  二次導関数 

determinant  行列式 

determinant of a 2×2 matrix ２行２列行列 

determinant of a 3×3 matrix ３行３列行列 

difference equations  差分方程式   equilibrium value difference equation 均衡値差分方程式   first order difference equation 一次差分方程式   forward solution difference equation 順解差分方程式   general solution difference equation 一般解差分方程式   homogeneous equation difference equation 同次差分方程式   initial values difference equation 初期値の差分方程式   long-run value difference equation 長期的価値の差分方程式   monotonic dynamics difference equation 単調動学の差分方程式   oscillatory dynamics difference equation 振動動学の差分方程式   particular solution difference equation 特殊解の差分方程式   second order difference equation 二次差分方程式 
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  solution difference equation 差分方程式   stable difference equation 静学の差分方程式 

 stationary value difference equation 停留値の差分方程式 

 steady state difference equation 定常状態の差分方程式 

 system of difference equation 差分方程式の形式 

 unstable difference equation 不安定差分方程式 

difference equations  差分方程式 

difference quotient  差分係数 

differential  微分 

    second differential  二階微分 

    second total differential  二階全微分 

    total differential  全微分 

differential calculus  微分法 

differential equation  微分方程式 

    forward solution  順問題解 

    general solution  一般解 

    systems of differential equation 微分方程式のしくみ 

differential equations  微分方程式 

diminishing marginal utility  限界効用の逓減 

discrete time analysis  離散時間型分析 

discrimination  区別，識別 

division of national income  歳入の分配 

domain  変域，定義域 

doubling time  倍化時間，倍増期間 

dummy variable  ダミー変数 

duopolist  strategic behavior of 寡占戦略行動 

dynamic analysis  動的分析 

dynamic Lagrange multiplier  動的ラグランジュ乗数 

dynamic optimization  動的最適化 

econometric specification  計量経済学の規格 

eigenvalue  固有値 

eigenvector  固有値 

elasticity  弾力性 

  arc elasticity  弧弾力性 

  point elasticity  点弾力性 
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elements of a set  集合の要素 

envelope theorem  包絡線定理 

equilibrium  均衡 

equilibrium condition  均衡状態 

equilibrium values  均衡価値 

Euler's equation  オイラー方程式 

Euler's theorem  オイラーの定理 

exchange-rate determination  monetary 金融（通貨）決定の変化率 

exponent  rules of 指数法則 

exponential  e 自然対数 

exponential function rule of differentiation  微分の指数関数法則 

exponents  rules of 指数法則 

extreme value  極値 

extreme values  極値 

factorial  階乗の 

feasible set  実現可能集合 

first order condition  一次状態 

first order condition multi variate 一次状態の多変量 

forty-five degree line  45 度線 

Freeman Richard フリーマン リチャード 

function  関数 

 affine function アフィン関数 

 bivariate function 二変数関数 

 composite function 合成関数 

 concave function 凹関数 

 convex function 凸関数 

 cubic function 三次関数 

 decreasing function 減少関数 

 differentiable function 微分可能関数 

 differentiable univariate function 微分不可能関数 

 exponential function 指数関数 

 homogeneous function 同次関数 

 homothetic function 相似関数 

 implicit function 陰関数 

 increasing function 増加関数 
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 inverse function 逆関数 

 linear function 一次関数 

 log-linear function 対数線形関数 

 monotonic function 単調関数 

 multivariate function 多変量関数 

 non-monotonic function 非単調関数 

 one-to-one function 相関関数 

 power function べき関数 

 quadratic function 二次関数 

 strictly decreasing function 狭義減少関数 

 strictly increasing function 狭義増加関数 

 strictly monotonic function 狭義単調関数 

 univariate function 一変量関数 

 univariate polynomial function 一変量多項式関数 

functions  関数 

fundamental theorem of calculus 微積の基礎定理，基礎法則 

graph  グラフ 

growth accounting  成長会計 

growth formula  成長式 

growth rate instantaneous  瞬間的成長率 

growth rates  成長率 

Hamiltonian  ハミルトン 

 current-value  現行価値 

Hessian matrix  ヘッシアン行列 

homogeneous function  同次関数 

 linear homogeneity  線形同次 

hyperinflation model  ハイパーインフレモデル 

hyperinflations  ハイパーインフレ 

implicit function theorem  陰関数の定理 

indifference curve  無差別曲線 

infinite horizon dynamic problem  無限区間動的問題 

inflation  cost of インフレコスト 

inflation tax  インフレ税 

integer  整数値 

integral  積分 
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  definite  限定 

  evaluating a definite integral  定積分 

  indefinite  不定 

  improper  不適正 

  Riemann  リーマン 

integrand  被積分関数 

integration  積分 

  by parts  部分積分 

  constant of  積分定数 

  of exponential functions  指数関数積分 

  power rule  乗則積分 

  substitution  代替 

intercept  切片 

interest rates  annual and effective 金利 

interval  区間 

  closed interval 閉空間 

  half-closed interval 半閉空間 

  half-open interval 半開空間 

  infinite interval 無限区間 

  open interval 開空間 

inverse  matrix 逆行列 

isoquant  等量 

Lagrange multiplier  ラグランジュの未定係数法 

 interpretation of its value  価値解釈 

Lagrange multiplier method  ラグランジュの乗数法 

Lagrangian function  ラグランジュ関数 

 with multiple constraints  多数制約下のラグランジュ関数 

Laplace expansion  ラプラス拡大 

leading principal minors  主座小行列式 

level curves  等高線 

limit  限界  left-hand limit 左極限値 

 right-hand limit 右極限値 

linear algebra  線形代数 

linearization  線形化，線形近似 
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logarithmic function  対数関数 

logarithmic transformation  対数変換 

logarithms  対数 

 common logarithms 常用対数 

 natural logarithms 自然対数 

mapping  写像 

marginal productivity diminishing 限界生産量の逓減 

matrix  行列 

 commutative law of addition matrix 加法の交換法則行列 

 commutative law of multiplication matrix 乗法の交換法則行列 

 diagonal matrix 対角行列 

 diagonal elements matrix 対角要素行列 

 dimension of matrix 行列の次元 

 elements matrix 要素行列 

 identity matrix  恒等行列 

 invertible matrix 可逆行列 

 multiplication by a scalar matrix スカラー倍行列 

 negative definite matrix 負値定符号行列 

 nonsingular matrix 正則行列 

 off-diagonal elements matrix 非対角行列 

 positive definite matrix 正定値行列 

 positive semidefinite matrix 非負定値行列 

 square matrix 正方行列 

 transpose of matrix 行列の転置 

 triangular matrix 三角行列 

 zero matrix  ゼロ行列 

matrix algebra  行列代数 

maximum  最大値 

maximum principle  最大値原理 

maximum value function  最大価値関数 

mean  平均値 

Mean value Theorem for definite Integrals  定積分平均値の定理 

minimum  最小値 

 local  地域的な 

min-max rule for definite integrals  定積分のミニマックス定理 
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minor  小行列式 

multivariate function  多変量関数 

necessary and sufficient conditions  必要十分条件 

negative definite  負値定符号行列 

non-autonomous  非自律系 

nonhomogeneous  非同次 

numbers  数字 

  irrational numbers 無理数 

  rational numbers 有理数 

  real numbers 実数 

objective function  目的関数 

optimal control theory  最適制御理論 

optimal time problem  最適時間問題 

ordered pair  順序対 

ordinary least squares (OLS)  最小二乗推定法 

ordinate  縦座標 

parameter  変数，パラメーター 

parameters  変数，パラメーター 

partial derivative  偏導関数 

  cross partial derivative 交差変動関数 

  second partial derivative 二次変動関数 

percentage change  変化率 

phase diagram  相平衡状態図，相図 

piecewise continuous  区分的に連続した 

piecewise differentiable  区分的に離れた 

pollution levels and income  汚染度と所得 

polynomial degree of 多項式の次数 

positive definite  正の定符号 

premultiplied  左から掛けられた 

present value  現在価値 

  with continuous compounding  連続複利計算をした現在価値 

probability distribution  確率分布 

  exponential probability distribution 指数の確率分布 

  uniform probability distribution 一様確率分布 

probability distribution function  確率分布関数 
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production function  

constant elasticity of substitution(CES) 
CES 生産関数 

product rule of differentiation  微分の生産法則 

proportional change  変化量 

quadratic form  二次形式 

quadratic formula  二次方程式の解の公式 

quotient rule  指数法則 

 derivative of natural logarithmic function  自然対数関数の導関数 

 general natural logarithmic function  一般自然対数関数 

 logarithmic function  対数関数 

 natural logarithmic function  自然対数関数 

random variable  確立変数 

range  範囲 

rate of change average  平均変化率 

  instantaneous  瞬間 

rational expectations  合理的期待 

reaction function  反応関数 

reflection  反射 

relationship  関係 

Richter scale  リヒター値 

roots  ルート 

Rule of 70  ７０の法則 

saddle point  鞍点 

saddle point   of multivariate function 多変量関数の鞍点 

scalar  スカラー 

scalar rule of differentiation  微分のスカラー法則 

scholarship rules and savings  奨学金制度と貯金 

secant line  割線 

second-order condition  二階の条件 

  bivariate function  二変数関数 

seigniorage  特権，利益 

semi-log specification  片対数指定 

sequence  連続 

  bounded sequence 有界列 

set  集合 
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shadow price  潜在価格 

slope  傾き 

solution  解 

state variable  状態変数 

stationary point  停留点 

steady state  定常状態 

stock price determination  株価の決定 

Stolper-Samuelson effect  ストルパー・サミュエルソン効果 

strategic trade policy  戦略的貿易政策 

subjective discount rate  主観的割引率 

sufficient conditions  十分条件 

summation operator  総和差要素 

sustainability of deficits  赤字の持続 

tax incidence of 税負担 

time path  graphing using logarithms 対数関数を使った時系列のグラフ 

trace  図形，線 

transformation  変形 

transversality condition  横断条件 

utility function  効用関数 

 logarithmic  対数 

 risk aversion リスク回避 

 square root  二乗根 

value marginal product of labor  労働の限界生産性 

variable  変数 

  dependent variable 従属変数 

  endogenous variable 内生変数 

  exogenous variable 外生変数 

  qualitative variable 質的変数 

  quantitative variable 量的変数 

variables  変数 

variable of integration  積分変数 

variance  分散 

vector  ベクトル 

  column vector 列ベクトル 

  row vector 行ベクトル 
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付録付録付録付録１１１１    数列数列数列数列  

 

数列数列数列数列のののの基本公式基本公式基本公式基本公式 

 

 

① Σの意味 

 

０． n

n

k
kn aaaaaS ++++== ∑

=

�321
1

85
 

 

② 等差数列 na について 

 

１．一般項： )1(1 −+= ndaan  （d は公差） 

２．{ } 2121 2,, ++++ +=⇔ nnnnnn aaaaaa  

３． { } )(
2

1
)1( 1

1
1

1
n

n

k

n

k
kn aankdaaS +=−+== ∑∑

==
 （ na は末項） 

４． { } { })1(2
2

1
)1( 1

1
1

1

−+=−+== ∑∑
==

ndankdaaS
n

k

n

k
kn  

 

③ 等比数列 na について 

 

５．一般項：
1

1

−= n

n raa  （ r は公比） 

                                                   
85 日本語の「合計」のことを英語で Summation というが，ラテン文字のＳはもともと，ギリシア文字 Σであった．数学で Σ は Summation を表す．使い方：数列 n

kka 1}{ =
において，各項の和を ∑

=

=++++
n

k

kn aaaaa
1

321 � と表す．必ずしも必要ではないが，Σの上に末項，下に初項の数を項数を一般的に表す文字と＝で結び，表示する． 
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６．{ } 2

2

121,, ++++ =⇔ nnnnnn aaaaaa  

７． )1(
1

1

1

1
11

1

1

1
1

≠
−

−
=

−

−
=== ∑∑

=

−

=

r
r

r
a

r

r
araaS

nnn

k

n
n

k
kn  

 

④ Σ関連の公式 

 

８． ∑==∑
==

n

k

n

k

nccc
11

 

９． ∑==∑
==

n

k

n

k

n
11

1  

１０．
2

)1(

1

+
=∑

=

nn
k

n

k
 

１１．
6

)12)(1(

1

2 ++
=∑

=

nnn
k

n

k
 

１２．

2

1

3

2

)1(







 +

=∑
=

nn
k

n

k
 

１３．
r

r
aar

n
n

k

n

−

−
=∑

=

−

1

1

1

1

 

１４． ∑+∑=∑+∑=+∑ kkkkkk
bqapqbpaqbpa )(  

 

⑤その他 

 

１５．階差数列 nnn
aab −=

+1 のとき， ),2(
1

1
1

Nkkbaa
n

k
kn

∈≥∑+=
−

=
 

１６． )2(,
111

≥−==
−

nSSaaS
nnn  
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等差数列等差数列等差数列等差数列のののの練習練習練習練習 

『 ( )11 −+= ndaan ・ ( )nn aanS += 1
2

1
 』 

等差数列・・・隣り合う項の差が一定な数列 

第１項（初項）を a1 とし，隣り合う項の差（公差）を d とおくと， 

第 n 項目の数（an）は， 

( )11 −+= ndaan で表すことができ，第１項から第 n 項までの総和（Sn）は，  

( )
nn aanS += 1

2

1
 で表すことができる．（ちなみに a1 = S1） 

 

例題 1 次の数列について以下の各問に答えなさい． 

 

1 , 3 , 5 , 7 , 9 , 11 , 13 , 15 , ・・・・・・・・ 

 

①この数列の第 n 項 及び 第 20 項 を求めなさい． 

②この数列の第１項から第 n項までの合計 及び 第１項から第 20項までの合

計を求めなさい． 

 

＜解答＞（※    部は記述する必要はない．） 

 

①第 n 項目の数を an , 公差を d とおくと， 初項：a1 = 1 , 公差：d = 2 

よって ( )11 −+= ndaan  より a1 = 1 , d = 2 をこれに代入すると， 

an = 1 + 2 (n-1) = 1 + 2n v 2 = 2n -1 

 ∴∴∴∴第ｎ項：aaaannnn    = 2n = 2n = 2n = 2n ----1111 

 また， an = 2n -1 に n = 20 を代入すると， a20 = 2・20 v 1 = 39  

∴∴∴∴第 20 項：aaaa20202020 = 39 = 39 = 39 = 39    

 

②第１項から第 n 項までの合計を Snとおくと， 

( )
nn aanS += 1

2

1
より これに a1 = 1 , ①の an = 2n -1 を代入すると， 

Sn = 
2

1
n (1 + 2n-1) = 

2

1
n (2n) = n

2
 ∴第１項から第 n 項までの合計：SSSSnnnn = n = n = n = n

2222
    

また， Sn = n2
 に n = 20 を代入すると， S20 = 202

 = 400 

∴第１項から第 20 項までの合計：SSSS20202020 = 400 = 400 = 400 = 400    
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練習１ 次の数列について以下の各問に答えなさい． 

 

5 , 8 , 11 , 14 , 17 , 20 , 23 , 26 , ・・・・・・・・ 

 

①この数列の第 n 項 及び 第 15 項 を求めなさい． 

②この数列の第１項から第 n項までの合計 及び 第１項から第 50項までの合

計を求めなさい． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

練習２ 次の数列について以下の各問に答えなさい． 

 

11 , 6 , 1 , -4 , -9 , -14 , -19 , -24 , ・・・・・・・・ 

 

①この数列の第 n 項 及び 第 100 項 を求めなさい． 

②この数列の第１項から第 n 項までの合計 及び 第１項から第 100 項までの

合計を求めなさい． 
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数列数列数列数列のののの練習問題練習問題練習問題練習問題 

 

 

１．{2,6,18,54,…} この数列の第 1 項から第 n 項までの合計を求めなさい． 

２．∑
=

n

k
ka

1
の意味を述べよ． 

３． ∑
=

n

k

k
1

，∑
=

n

k

k
1

2
，∑

=

n

k

k
1

3
を Σを使わずに表せ． 

４．∑
=

+−
5

1

2 )363(
k

kk の値を求めよ． 

５．∑∑
= =

n

k

k

i1 1

2を Σを使わずに表せ． 

６．∑∑
= =

n

k

k

i

k
1 1

を Σを使わずに表せ． 

７．∑∑
= =

n

k

k

i

n
1 1

を Σを使わずに表せ． 

８． na を nS で表せ． 
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付録付録付録付録２２２２    三角比三角比三角比三角比 

 

＜三角関数の復習＞ 

 

① 覚えるべき直角三角形の種類 

  （１） 3:1:2  このとき直角以外の角度は，３０°，６０° 

  （２） 2:1:1  このとき直角以外の角度は，４５°，４５° 

    →直角二等辺三角形 

  （３）３：４：５ 

  （４）５：１２：１３ 

 

→ｃｏｓ，ｓｉｎ，ｔａｎの値が分からなくなったら，以上を使って単位円で

書けば良い．（少なくとも３０°，４５°，６０°が知っていればなんとかなる．） 

 

② 公式集（よく使うもの） 

 

１．
x

x
x

cos

sin
tan =  （☆） 

２． 1cossin 22 =+ xx  （☆） 

３．
x

x
2

2

cos

1
tan1 =+ （１．２から導ける） 

４． xxxx sin)90cos(cos)90sin( =−°=−° （単位円を書いて導ける） 

５． xxxx sin)90cos(cos)90sin( −=+°=+° （単位円を書いて導ける） 

６． xxxx cos)180cos(sin)180sin( −=−°=−° （単位円を書いて導ける） 

７． xxxx cos)180cos(sin)180sin( −=+°−=+°  

８．余弦定理（☆）（以下のどちらか覚えていれば何とかなる） 

 








−+=

−+=

−+=

Cabbac

Baccab

Abccba

cos2

cos2

cos2

222

222

222

 ⇔ 















−+
=

−+
=

−+
=

ab

cba
C

ac

bca
B

bc

acb
A

2
cos

2
cos

2
cos

222

222

222
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９．正弦定理（☆） 外接円の半径をＲとすると， 

 R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
===  

 

１０．加法定理（☆） 

 














±
=±

=±

±=±

yx

yx
yx

yxyxyx

xyyxyx

tantan1

tantan
)tan(

sinsincoscos)cos(

cossincossin)sin(

∓

∓  

 

１１．２倍角，３倍角の公式（最悪，加法定理から導ける） 

 

 

xxx

xxx

xxxx

xxx

cos3cos43cos

sin4sin33sin

1cos2sincos2cos

cossin22sin

3

3

222

−=

−=

−=−=

=

 

 

１２．半角の公式（最悪，２倍角の公式から導ける） 

 

2

cos1

2
cos

2

cos1

2
sin

2

2

xx

xx

+
=

−
=

 

 

１３．積和の公式や和積の公式は，加法定理から導き出すことすことすことすこと！！！！！！！！ 

 （暗記すべきでない） 

 

１４．三角形の面積： AbcABC sin
2

1
=∆  （☆） 

 

１５．内接円の半径をｒとすると， )(
2

1
cbarABC ++=∆ （図で分かる） 
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１６．合成 









+
+

+
+=+ x

ba

b
x

ba

a
baxbxa cossincossin

2222

22         )(sin)cossinsin(cos 2222 ααα ++=++= xbaxxba  

（ αα sin,cos
2222

=
+

=
+ ba

b

ba

a
とする．） 

 

１７．一般角 )(360 Ζ∈×°+= nnx α  

 

 

 

その他 

 

・球の半径を r とすると， 

  表面積： 24 rS π=  

   体積： 3

3

4
rV π=  ・相似比を x : y とすると 

 面積比 x
2
: y

2 ／ 体積比 x
3
: y

3  



 - 114 - 

付録付録付録付録３３３３    ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの基本公式基本公式基本公式基本公式    

以下，高校数学の範囲を含めたベクトル公式の紹介を行う． 

 

１１１１．．．．基本的基本的基本的基本的ななななベクトルベクトルベクトルベクトル公式公式公式公式（（（（下下下下のののの図図図図にににに限限限限ったったったった話話話話ではないではないではないではない））））    

 

① CBBOOCOCCBBO +=⇔=+  

（ベクトルは間にポイントを入れて分解できる） 

② OBOCOCBOBC −=+= （ベクトルは位置ベクトルの差に分解できる） 

③ ∩ACOB = ACOBACOB =⇔//  

（平行で長さが同じであれば，ベクトル量は等しい） 

④ BOOB −= （互いに逆ベクトル） 

⑤ OBBOOB == （ベクトルの絶対値は線分の長さ） 

⑥ )(cos θ=∠∠⋅=⋅ BOABOAOBOAOBOA  

⑦ 0=AA （零ベクトル） 

 

２２２２．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの演算公式演算公式演算公式演算公式（ Rvu ∈, （スカラー）であり， ba, をベクトルとする） 

① abba +=+  

② )()( cbacba ++=++  

③ aaa =+=+ 00  

④ aa )()( uvvu =  

⑤ aaa vuvu +=+ )(  

⑥ baba uuu +=+ )(  

⑦ aa =1  

⑧ 00 =a  

)0(O )(aA

)(bB )(cC

bOB=

aOA=

BC

ACcOC=

θ
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３３３３．．．．ベクトルベクトルベクトルベクトルがががが平行平行平行平行・・・・同一直線上同一直線上同一直線上同一直線上・・・・同一平面上同一平面上同一平面上同一平面上    

 

① 平行： )(// Rkbkaba ∈=⇔  

② )(),(),( cCbBaA が同一直線上のとき， 

（１） )( RkACkAB ∈=  （ CBA ,, を入れ替えても成立する） 

（２） ),|1( Rtstsbtasc ∈=++= （ cba ,, を入れ替えても成立する） 

（３） )()1( Rsbsasc ∈−+= （ cba ,, を入れ替えても成立する） 

③ )(),(),(),( dDcCbBaA が同一直線上のとき， 

（１） ),( RtsACtABsAD ∈+= （ DCBA ,,, を入れ替えても成立する） 

（２） ),,|1( Rcbazyxczbyaxd ∈=++++=  

（ dcba ,,, を入れ替えても成立する） 

 

 

４４４４．．．．位置位置位置位置ベクトルベクトルベクトルベクトル    

 

（例）定点O（原点）から点Pに向かうベクトル pOP = を点Pの位置ベクトル

という．このとき，点Pやこの位置ベクトル自体を )( pP などと表す． 
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５５５５．．．．内分内分内分内分・・・・外分点外分点外分点外分点ののののベクトルベクトルベクトルベクトル    

 

nmACBC :: =  

),( Rnm
nm

bnam
c ∈

+

+
=⇒  

    

６６６６．．．．重心重心重心重心    

 

)(),(),( cCbBaA から成る三角形の 

重心 )(gG に対して，
3

cba
g

++
=  

 

７７７７．．．．（（（（平面平面平面平面））））ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの１１１１次独立次独立次独立次独立（（（（２２２２次元次元次元次元，，，，
2, Rba ∈ ））））    

 

 

（定義） )(,0,0 Rkbkaba ∈∀≠≠≠ のとき， ba, は一次独立であるという． 

    （つまり， ba, が同一直線状に有り得ないとき） 

（性質） 

  ① ( ) 0=








y

x
ba の解が， ( ) ( )00=yx しかない． 

   （例） ),(, 2

2

1

2

1
Rba

b

b
b

a

a
a ∈








=








= とすれば， 

    ( ) 







=
















=









0

0

22

11

y

x

ba

ba

y

x
ba  

    




=+

=+
⇔








=









+

+
⇔

0

0

0

0

21

21

21

21

ybxb

yaxa

ybxb

yaxa
 

)0(O )(aA

)(bB

bOB=

aOA=

cOC=

[ ]m

[ ]n
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    この解が， ( ) ( )00=yx のみであれば， ba, は一次独立 

  ② ba, と同じ次元（①の例では２次元）のベクトルc が， 

   ),( Rtsbtasc ∈+= と表すことができる． 

 

 

８８８８．．．．（（（（空間空間空間空間））））ベクトルベクトルベクトルベクトルのののの１１１１次独立次独立次独立次独立（（（（３３３３次元次元次元次元，，，，
3, Rba ∈ ））））    

 

（定義） 0,, ≠cba かつ )(),(),( cCbBaA が同一平面上にないとき， 

    cba ,, は一次独立であるという． 

（性質）以下，７の平面の場合と同様．４次元以降の場合も同様．以降，省略． 

 

 

９９９９．．．．一次従属一次従属一次従属一次従属    

…７や８のような定義や性質を満たさない場合， cba ,, は一次従属であるという． 

    

１０１０１０１０．．．．基本基本基本基本ベクトルベクトルベクトルベクトル    

 

（定義）ベクトルの成分のうち，一つの成分が１で他の全ての成分が０である

ようなベクトルを基本ベクトルという． 

 

＜例＞ 

・ 2R （２次元平面）において， )0,1(1 =e と )1,0(2 =e  

・ 3R （３次元空間）において， )0,0,1(1 =e と )0,1,0(2 =e と )1,0,0(2 =e  

（性質）全てのベクトルは，同じ次元空間の属する単位ベクトルを使って，た

だ１通りに表せる（同値なものは同じ場合とカウント）． 
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＜例＞（全ページの例に従う） 

・ 2R （２次元平面）において， ),,,( 21
2

212211 RaaandReeaeaeaa ∈∈+=  

・ 3R （３次元空間）において， 

),,,,,( 321
3

321332211 RaaaandReeeaeaeaeaa ∈∈++=  

・ nR （ｎ次元平面）において，（文系は分からなくてもよい） 

)|,,,,,,( 2121
1

RnRaaaandReeeaeaa n

n

n

n

i
ii ∈∀∈∈= ∑

=

�  

 

 

１１１１１１１１．．．．成分成分成分成分によるによるによるによる演算演算演算演算    

 

・ 2R （２次元平面）において， ),( 21 aaa = ならば，
2

2

2

1 aaa +=     

・・・・
3R （３次元空間）において， ),,( 321 aaaa = ならば，

2

3

2

2

2

1 aaaa ++=     

    

（内積の話） 

・ 2R （２次元平面）において， ),(),,( 2121 bbbaaa == ならば， 

2211

2

1

21 ),( baba
b

b
aaba +=








=⋅  

・ 3R （３次元空間）において， ),,(),,,( 321321 bbbbaaaa == ならば， 

332211

3

2

1

321 ),,( bababa

b

b

b

aaaba ++=
















=⋅     
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１２１２１２１２．．．．内積内積内積内積にににに関関関関してしてしてして    

    

・ 2R （２次元平面）において， ),(),,( 2121 bbbaaa == と成す角度θ     

   ① 
222

2 bbaaba +⋅+=+  

   ② 
ba

baba

ba

ba 2211cos
+

=
⋅

=θ  

   ③ 02211 =+=⋅⇔⊥ babababa  

   ④ )(),(),0( bBaAO から成る三角形 

    ・ 2
22

)(
2

1
sin

2

1
bababaOAB ⋅−==∆ θ  

    ・ 2121
2

1
abbaOAB −=∆  

 

・ 3R （３次元空間）においても，同様に考えよう．    

    

    

１３１３１３１３．．．．方向方向方向方向ベクトルベクトルベクトルベクトルととととベクトルベクトルベクトルベクトル方程式方程式方程式方程式    

    

・ )(aA を通り，v に平行な直線上を動く任意の )( pP     

  ⇔ ),|,,( RntRvapvtap n ∈∀∈+=  

 ※このv を方向を決めるベクトルなので，方向ベクトルと呼ぶ． 

・ )(aA を通り，v に垂直な直線上を動く任意の )( pP  

    ⇔ )|,,(0)( RnRvapnap n ∈∀∈=⋅−  
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・ )(cC を中心とする半径の r 円（球）上にある点 )( pP において， 

  ),|,()()( 2 RrnRcprcpcp n ∈∀∈=−⋅−  

 

・ )(),( bBaA を両端とする円（球）上にある点 )( pP において， 

  )|,,(0)()( RnRbapbpap n ∈∀∈=−⋅−  

  （直径の両端から伸ばした直線は円・球上で垂直に交わる） 

 

（次のページへ続く） 



 - 121 - 

    

１４１４１４１４．．．．図形図形図形図形のののの内部内部内部内部のののの点点点点によってによってによってによって分割分割分割分割されるされるされるされる図形図形図形図形のののの面積比面積比面積比面積比・・・・体積比体積比体積比体積比    

 

 

以下， Rdcbadcba ∈≥ ,,,|0,,, とする． 

 

・ ABC△ の内部に存在する点P  

0=++ PCcPBbPAa （ 0=++ CPcBPbAPa ） 

⇒ cbaABPACPBCP :::: =△△△  

 

・四面体 ABCDの内部に存在する点P 

0=+++ PDdPCcPBbPAa （ 0=+++ DPdCPcBPbAPa ） 

⇒ dcbaABCPABDPACDPBCDP :::::: =  

    

【【【【証明証明証明証明】（】（】（】（三角形三角形三角形三角形のののの場合場合場合場合のみのみのみのみ）））） 

 

AC
cba

c
AB

cba

b
AP

ACcABbAPcba

APcbACcABbAPa

APACcAPABbPCcPBbAPa

CPcBPbAPa

++
+

++
=⇔

+=++⇔

+−+=⇔

−+−=+=⇔

=++

)(

)(

)()(

0

そこで， AP とBC の交点をQ とすれば， 

)( RkAPkAQ ∈= とおける．よって， 

A

B C

][c
P

][a

][b

A

B C

][c
P

][a

][b

Q
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AC
cba

kc
AB

cba

kb
AC

cba

c
AB

cba

b
kAQ

++
+

++
=








++
+

++
=  …① 

①より，Q はBC 上だから， 1=
++

+
++ cba

kc

cba

kb
 

cb

cba
k

cbacbk

cba

cbk

+

++
=⇔

++=+⇔

=
++

+
⇔

)(

1
)(

 

よって， AP
cb

cba
AQ

+

++
=   

⇒ cbacbAQAP +++= ::  から acbPQAP :: +=  

ゆえに， cbaBACPBCP += ::△  …② 

 

さらに，①より，Q はBC 上だから， bcQCBQ :: =  

ACPABPBACP △△ += から， bcACPABP :: =△△ …③ 

 

②および③より， cbaABPACPBCP :::: =△△△  



 - 123 - 

付録付録付録付録４４４４    複素数複素数複素数複素数 

 

（０）複素数の性質 

 

① iiixx =−⇔−=∴=⇔−= 111 22
  

（このような数を虚数という．実数ではない．） 

 

② dbandcadicbia ==⇔+=+  

③ iaxaax ±=⇔>−= )0(2
 

④ 判別式の発展 

・２次方程式 02 =++ cbxax の判別式を acbD 42 −= とすれば， 

  イ） ⇔> 0D 異なる２つの実数解をもつ 

  ロ） ⇔= 0D 実数の重解をもつ 

  ハ） ⇔< 0D 異なる２つの虚数解をもつ 

 

イ）or ロ）⇔ ⇔≥ 0D 実数解をもつ 

 

 

（１）解と係数の関係 

 

① 02 =++ cbxax の２解を βα , とすると，

a

b
−=+ βα ，

a

c
=αβ  

② 023 =+++ dcxbxax の３解を γβα ,, とすると， 

a

b
−=++ γβα ，

a

c
=++ γαβγαβ ，

a

d
−=αβγ  

③応用： 

 

２数 βα , が解となる２次方程式は， 

0)(0))(( 2 =++−⇔=−− αββαβα xxxx  
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（２）以下の   の事実は２次以上の方程式において当てはまる． 

 

①①①① 一一一一つのつのつのつの解解解解がががが，，，， bax += のときのときのときのとき，，，，もうもうもうもう一一一一つのつのつのつの解解解解はははは bax −= となるとなるとなるとなる．．．． 

例えば，このような解を持つ２次方程式は，{ }{ })()( baxbax −−+−  

 

②②②② 一一一一つのつのつのつの解解解解がががが，，，， biax += のときのときのときのとき，，，，もうもうもうもう一一一一つのつのつのつの解解解解はははは共役複素数共役複素数共役複素数共役複素数 biax −= となるとなるとなるとなる．．．． 

 

例えば，このような解を持つ２次方程式は，{ }{ })()( biaxbiax −−+−  

 

 

（３） 02 =++ cbxax の２解を βα , とする． 

判別式を acbD 42 −= とし， cbxaxxf ++= 2)( とする． 

① 00))((0)()( ≥>−−>−+−⇔>> Dandkkandkkkandk βαβαβα  

② 00))((0)()( ≥>−−<−+−⇔<< Dandkkandkkkandk βαβαβα  

③ 0))(( <−−⇔>>>> kkkork βααββα  

※ 特によく出るのは，k = 0 の場合．入れてみて考えよ． 

※ ２次関数で習った方法を利用してもよい． 

 

 

（４）因数定理 

 

① P(x)を x-k で割ったときの余りは P(k) 

    もし，P(x)が x-k で割り切れるなら，P(k)=0 

② P(x)を ax+b で割ったときの余りは 







−

a

b
P  

 

（５）次数下げ 

（例） 012 =++ aa  両辺に 1−a をかけて， 0)1)(1( 2 =++− aaa  

 ∴ 013 =−a  から 13 =a  これを利用して， 

100020003000 ,, aaa を簡単に計算する．   cf；
nmmn

aa )(=  
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付録付録付録付録５５５５    解答解答解答解答のののの書書書書きききき方方方方などについてのなどについてのなどについてのなどについての注意注意注意注意    

 はははは    じじじじ    めめめめ    にににに      記述式の経済学や数学の設問に対する取り組み方というのは，本質論から言えば，多少極論めくが「問題の数だけある」という事になろう．或いは，せいぜい「１０００問解いてみた結果，方法を９９通りにまで絞り込む事ができました」という類のものになるのではないだろうか．つまり，学ぶものにとって「ワッァ！たったこれだけでいいんだ！！」と喜べるような小さな数にまで絞り込む事は，本質的にはできないものであると考えられる．   かと思えば，「当たり次第に条件を式にしまくって，適当に式を組み合わせてつなげれば答えが出るのだ！」等という暴論を，まことしやかに吐く人がいたり，「経過の説明は“だから”“よって”“ゆえに”などの接続語を適時に式に混ぜとけば，○はもらえる」等といった，乱暴な考えも存在する．前者は学ぶ者にとって実用的活本質的な方法論たりえず，後者に至っては方法論とは言えない代物である．   そこで，筆者は普段の学習または試験における記述式数学・経済学への取り組むべき“姿勢”を述べることにしておく．以下のような地道な努力を怠り，徒に問題演習で自分流の数学・経済学を巻き散らかし続け，アドバイスを受けたとしても，決して力はつかないのだ．ただ以下は所詮，“姿勢”であり“解法”ではないので自ずと限界があろう．だが，「どうすればいいのだろう…？」と途方に暮れたり，「こんな答案でいいのだろうか…？」と不安にかられたりする時には，一つの指針と自信とを与えてくれるものとはなるではないか．  
①問題文をじっくり読む 

 

 まず，問題文をじっくり読んで，「何を求めるのか」「何が与えられた条件

か」を整理する事が大切（その際に，「 ０の場合を除く」「 xは ０以上」など

の仮定条件も確認！）である．そして，その問題を解くための方針を考えてい

く事になる．ただ，方針が思い浮かばない場合もあるだろう．その場合には，

与えられた条件から導ける事は何か，答えを求めるには何が分かれば良いかと

いうように２つの方向から考えてみてはどうか．また図形や関数系の問題など

では，条件を図やグラフに表し視覚的に考察する習慣も必要である． 

 また，複数の方針が思いついた場合には，どれが一番楽な方法であるかを検

討し，普段の学習では採用しなかった方法も復習のためにメモしておいた方が

良いであろう． 
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②「良い答案」を心がける 

 

 数学という学問は，そもそも答えとなる数値や式を出すためのものではなく，

各々の論理的思考能力を育成するというものであろう．経済学はその応用であ

る．よってこのような本質から考えるならば，答えそのものよりもその答えを

出すまでの“過程”が重要で，“過程”と“最終的な答え”総てを合わせて解

答であり，記述式の試験では実際にその過程に多くの点数が与えられる．そこ

で，解答作成の際には，自分の論理的思考が採点者に理解してもらえるような

「よい答案」を作る事が大切なのである．   ○○○○よいよいよいよい答案答案答案答案とはとはとはとは？？？？    Ⅰ 論理論理論理論理のののの流流流流れがれがれがれが明確明確明確明確で，簡潔にまとまっているもの． Ⅱ 適切な言葉による説明がなされているもの Ⅲ 丁寧な文字でかかれているもの   →自分ではなく全くの他人である採点者に見てもらう事を意識した答案！ ●●●●逆逆逆逆にににに，，，，悪悪悪悪いいいい答案答案答案答案とはとはとはとは？？？？    Ⅰ 数式の羅列だけで思考の過程が読み取れないもの Ⅱ 回答の論理が破綻，または不明確な所があるもの Ⅲ 言葉の使い方が適切ではないもの Ⅳ 自分だけにわかるわがままな説明がなされているもの Ⅴ 汚い字でメモ書き風に書かれたもの 

 

 

③わからない時も……まずは諦めずに考えぬく事が大切 

 

 試験中である時を除いて，思考錯誤して考えた時間は決して無駄にならず，

自分の実となるであろう．また，それまで自分がやった問題を見つけ，それを

真似て解く事も十分勉強になるのである．だが，どうしても解けなかった時は，

わかるところまで書いて，自分の誤りを添削や自己採点等で考えてみるべきで

ある． 
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④復習が最も大切！ 

 

○できた問題 

 

…「ポイントを過不足なくまとめた答案」になっているかどうかチェックして

みよう．そこで添削や解答を参考に，何が足りないか（或いは何が余計なのか）

について考えてみるべきであろう．また，自分の答案が「良い答案」の条件を

満たしているかどうかも確認してみよう． 

 

●できなかった問題 

 

…まずはミスの原因を見つける事が第一である．計算ミス等の単なるケアレス

ミスなのか，それとも考え方の間違いなのかを，自分の方針の適切さまで含め

て考えてみるべきであろう． 

 

・計算ミスの時→単なるケアレスミスか？方針がまずかったために計算量が多

くなったせいですか？ 

 

・考え方の間違いの時→そもそも方針は正しかったのですか？ 

 

☆そして最後に復習の結果をノートまたは問題集にチェックしておき，また別

の日に見直しができるようにしておけばナイスである． 

 おわりにおわりにおわりにおわりに  以上の事を今まで意識してこなかった者にとっては，これらのことは難しそうに見えるだろうが，一問一問チャンと心がけていけば，必ず身につくことだと思われる． 
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